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Ïðåäãîâîð

Îâàà êíèãà å ñïåöèjàëíî äèçàjíèðàíà çà ñòóäåíòè íà èíæåíåðñêèòå ôàêóëòåòè,

ñòóäåíòè êîè ñàêààò äà ñòåêíàò ïîçíàâà»å íà òåîðåòñêèòå îñíîâè íà ìàòåìàòèêà-

òà, íî è äà íàó÷àò äà ïðèìåíóâààò ðàçëè÷íè ìàòåìàòè÷êè êîíöåïòè. Ïðèìàðíàòà

öåë íà îâàà êíèãà å äà îáåçáåäè ìàòåìàòè÷êà îñíîâà è åëåìåíòàðíà ìàòåìàòè÷êà

ïèñìåíîñò, ìîìåíòè êîè ñå êëó÷íè âî ðàçâîjîò íà åäåí èíæåíåð. Ìîæå äà áèäå

êîðèñòåíà êàêî ïî÷åòîê âî ìàòåìàòè÷êàòà åäóêàöèjà íà ñòóäåíòîò è îáåçáåäóâà

äîáðà îñíîâà îä òåîðåòñêè êàêî è äîáðà áàçà îä ïðàêòè÷íè ïðîáëåìè îä èíæåíåð-

ñêàòà ìàòåìàòèêà.

Êíèãàòà å ïîäåëåíà íà íåêîëêó ïîãëàâjà, îä êîè ñåêîå ñå ôîêóñèðà íà îä-

ðåäåíà òåìà îä ãîëåìî çíà÷å»å âî èíæåíåðñêàòà ìàòåìàòèêà. Îïôàòåíèòå òåìè

âêëó÷óâààò äåòåðìèíàíòè, ìàòðèöè, âåêòîðè, ñèñòåìè ëèíåàðíè ðàâåíêè, àíàëè-

òè÷êà ãåîìåòðèjà âî ïðîñòîð, ôóíêöèè îä äâå ïðîìåíëèâè, äâîjíè èíòåãðàëè è

íèâíà ïðèìåíà. Îâèå òåìè ñå âíèìàòåëíî èçáðàíè çà äà ñå îñâðíàò íà îñíîâíèòå

ìàòåìàòè÷êè êîíöåïòè êîè ñå âî îñíîâàòà íà ìíîãó èíæåíåðñêè äèñöèïëèíè, à

èñòî òàêà è êîìïëåòíî ãî ïîêðèâààò ìàòåðèjàëîò êîj å âî íàñòàâíàòà ïðîãðàìà çà

ïðåäìåòîò Ìàòåìàòèêà 2 íà Òåõíîëîøêî-ìåòàëóðøêèîò ôàêóëòåò ïðè óíèâåðçè-

òåòîò ½Ñâ. Êèðèë è Ìåòîäèj� âî Ñêîïjå. Êíèãàòà å ïëîä íà ïîâå�êåãîäèøíè ïðåäà-

âà»à íà àâòîðèòå ïî ïðåäìåòè îä îáëàñòà ìàòåìàòèêà íà òðè ðàëè÷íè èíæåíåðñêè

ôàêóëòåòè.

Çà äà ñå îáåçáåäè ñåîïôàòíî ðàçáèðà»å íà ïðåäìåòîò, ñåêîå ïîãëàâjå çàïî÷-

íóâà ñî òåîðåòñêà ïîçàäèíà, îájàñíóâàj�êè ãè îñíîâíèòå ìàòåìàòè÷êè ïðèíöèïè è

êîíöåïòè. Âî ñåêîå ïîãëàâjå ñå âêëó÷åíè áðîjíè ðåøåíè ïðèìåðè êîè ñå âíèìàòåë-

íî èçáðàíè çà äà ïîêðèâààò øèðîê îïñåã íà íèâîà íà òåæèíà, îâîçìîæóâàj�êè Âè

ïîñòåïåíî äà ãè ïîäîáðóâàòå âàøèòå âåøòèíè çà ðåøàâà»å ïðîáëåìè. Êàäå øòî

å ïîòðåáíî ðåøåíèjàòà íà ïðîáëåìèòå ñå ïðèäðóæåíè ñî ñëèêè êîè äîïîëíèòåëíî

ïîìàãààò âî âèçóåëèçèðà»åòî è ðàçáèðà»åòî íà ïîñëîæåíèòå ïðîáëåìè.

Ïîêðàj ðåøåíèòå ïðîáëåìè, îâàà êíèãà äàâà è çáèðêà íà íåðåøåíè ïðîáëåìè
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íà êðàjîò îä ñåêîå ïîãëàâjå. Îâèå ïðîáëåìè Âè äàâààò ìîæíîñò äà ñå ïðåäèçâèêàòå

ñåáåñè è äà ãî ïðèìåíèòå çíàå»åòî øòî ñòå ãî ñòåêíàëå. Ãîëåì äåë îä ðåøåíèòå è

íåðåøåíèòå çàäà÷è è ïðîáëåìè áèëå ïðåäëîæåíè ïî èñïèòíè êîìáèíàöèè íà ñèòå

ïðîãðàìè íà Òåõíîëîøêî-ìåòàëóðøêèîò ôàêóëòåò.

Ñå íàäåâàìå äåêà îâàà êíèãà �êå Âè ïîìîãíå âî ñîâëàäóâà»å íà îñíîâèòå íà

èíæåíåðñêàòà ìàòåìàòèêà. Áåç ðàçëèêà äàëè ñòóäèðàòå íà Òåõíîëîøêî - ìåòà-

ëóðøêèîò ôàêóëòåò, çà ÷èè ñòóäåíòè å ïðâè÷íî íàìåíåòà, íà íåêîj îä äðóãèòå

èíæåíåðñêè ôàêóëòåòè, èëè ïàê ñàìîñòîjíî jà ÷èòàòå, Âå îõðàáðóâàìå äà ïðèñòà-

ïèòå íà ñåêîjà òåìà ñî §óáîïèòíîñò è åíòóçèjàçàì. Çàïîìíåòå, ìàòåìàòèêàòà íå å

ñàìî ïðåäìåò øòî òðåáà äà ñå íàó÷è; òàà å jàçèê êîj ãè îâëàñòóâà èíæåíåðèòå äà

ãî îáëèêóâààò ñâåòîò îêîëó íàñ.

Áè ñàêàëå äà jà èçðàçèìå íàøàòà áëàãîäàðíîñò äî ðåöåíçåíòèòå íà îâàà êíè-

ãà. Ñî íèâíàòà ïîñâåòåíîñò, çàáåëåøêè è ïðåïîðàêè çíà÷èòåëíî ïðèäîíåñîà çà

íåjçèíàòà êîíå÷íà ôîðìà. Èñòî òàêà, jà èçðàçóâàìå íàøàòà áëàãîäàðíîñò äî ÷è-

òàòåëèòå ÷èè ïîâðàòíè èíôîðìàöèè è ïðåäëîçè �êå íè ïîìîãíàò äà ãè óñîâðøèìå

è ïîäîáðèìå èäíèòå èçäàíèjà.

Îä Àâòîðèòå.



Ãëàâà 1

Äåòåðìèíàíòè

1.1 Äåòåðìèíàíòè îä ïðîèçâîëåí ðåä

Äåòåðìèíàíòè îä ïðâ ðåä. Íåêà a11 å ïðîèçâîëåí îájåêò (áðîj, ïàðàìå-

òàð, ôóíêöèjà, ...). Ïîä gåøåðìèíàíøà íà îájåêòîò a11, jà îçíà÷óâàìå ñî △1, ñå

ïîäðàçáèðà âðåäíîñòà △1 = a11.

Äåòåðìèíàíòè îä âòîð ðåä. Íåêà a11, a12, a21 è a22 ñå èñòîðîäíè îájåêòè,

ðàñïîðåäåíè âî äâå ðåäèöè è äâå êîëîíè òàêà øòî aij å âî ïðåñåêîò íà ðåäèöàòà

i è êîëîíàòà j (çà ñåêîè i, j ∈ {1, 2}). Ïîä gåøåðìèíàíøà íà òàêà ðàñïîðåäåíè-

òå îájåêòè aij (i, j ∈ {1, 2}) ñå ïîäðàçáèðà âðåäíîñòà a11a22 − a12a21. Èñòàòà ja

îçíà÷óâàìå ñî:

△2 =

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ . (1.1.1)

Äåòåðìèíàíòè îä òðåò ðåä. Íåêà aij çà i, j ∈ {1, 2, 3} ñå èñòîðîäíè îájåêòè,
ðàñïîðåäåíè âî òðè ðåäèöè è òðè êîëîíè òàêà øòî aij å âî ïðåñåêîò íà ðåäèöàòà i

è êîëîíàòà j (çà ñåêîè i, j ∈ {1, 2, 3}). Ïîä gåøåðìèíàíøà íà òàêà ðàñïîðåäåíèòå

îájåêòè aij (i, j ∈ {1, 2, 3}) ñå ïîäðàçáèðà âðåäíîñòà

a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33 . (1.1.2)

Èñòàòà jà îçíà÷óâàìå ñî:

△3 =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ . (1.1.3)

Äåòåðìèíàíòè îä n-òè ðåä. Íåêà aij çà i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, n ≥ 2 ñå èñòî-

ðîäíè îájåêòè. Ïðèòîà, äâîjíèîò èíäåêñ ij îçíà÷óâà äåêà îájåêòîò aij ñå íàî�ãà

1



2 ÃËÀÂÀ 1. ÄÅÒÅÐÌÈÍÀÍÒÈ

âî ïðåñåêîò íà i-òà ðåäèöà è j-òà êîëîíà. Ïîä gåøåðìèíàíøà íà òèå îájåêòè, ñî

îçíàêà:

△n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

ñå ïîäðàçáèðà âðåäíîñòà äåôèíèðàíà ðåêóðåíòíî ñî:

△n =(−1)1+1a11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a22 a23 . . . a2n

a32 a32 . . . a3n
...

. . .
...

an2 an3 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ (−1)1+2a12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 a23 . . . a2n

a31 a3 . . . a3n
...

. . .
...

an1 an3 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

· · ·+ (−1)1+na1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 a22 . . . a2(n−1)

a31 a33 . . . a3(n−1)
...

. . .
...

an1 an3 . . . an(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Äà çàáåëåæèìå äåêà ïðåòõîäíàòà ôîðìóëà ïðåòñòàâóâà çáèð îä n ñîáèðîöè, ïðè

øòî ñåêîj ñîáèðîê å ïðîèçâîä íà åëåìåíò îä ïðâàòà ðåäèöà (a1j , 1 ≤ j ≤ n) ñî

(−1)1+j è íà äåòåðìèíàíòà îä ðåä n− 1. Âî ñåêîj ñîáèðîê, ñòåïåíîâèîò ïîêàçàòåë

íà −1 å çáèð íà èíäåêñèòå íà ñîîäâåòíèîò îájåêò a1j , à êîðèñòåíàòà äåòåðìèíàíòà

îä ðåä n− 1 ñå äîáèâà îä äåòåðìèíàíòàòà △n ñî åëèìèíèðà»å íà ïðâàòà ðåäèöà è

j-òàòà êîëîíà (ñîîäâåòíî íà a1j). Ãîðåíàâåäåíàòà äåôèíèöèjà çà âðåäíîñòà íà △n

ñå çàñíîâà íà ò.í. ½ðàçâèâà»å ïî ïðâà ðåäèöà�.

Êàêî øòî âå�êå ñïîìåíàâìå, îájåêòèòå âî äåòåðìèíàíòèòå ìîæàò äà áèäàò áðî-

åâè, ïðîìåíëèâè, âåêòîðè èòí.; íàïîìåíóâàìå äåêà å çíà÷àjíî òîà äà ñå îájåêòè íàä

êîè ñå äåôèíèðàíè îïåðàöèèòå + è ·, ïðè øòî îïåðàöèjàòà · å äèñòðèáóòèâíà âî
îäíîñ íà îïåðàöèjàòà +. (Èìåíî, âî èíäóêòèâíàòà äåôèíèöèjà íà äåòåðìèíàíòà,

ïîòðåáíà å äèñòðèáóòèâíîñò ïðè íàìàëóâà»åòî íà ðåäîò íà äåòåðìèíàíòàòà). Çà

ìíîæåñòâîòî îájåêòè äîïîëíèòåëíî ïðåòïîñòàâóâàìå äåêà å çàòâîðåíî âî îäíîñ íà

ñïîìåíàòèòå äâå îïåðàöèè. Âðåäíîñòà íà äåòåðìèíàíòà, ñîîäâåòíî íà îájåêòèòå âî

íåà, ìîæå äà áèäå áðîj, ïîëèíîì, âåêòîð èòí. Îä íàø èíòåðåñ ñå äåòåðìèíàíòèòå

íàä ìíîæåñòâîòî îájåêòè R (ðåàëíè áðîåâè) èëè R3 (âåêòîðè). Ñïîìåíàòèòå äâå

ìíîæåñòâà ãè ïîñåäóâààò ñèòå îñîáèíè ïîòðåáíè çà äåôèíèöèjàòà íà äåòåðìèíàíòà

äà áèäå äîáðî îñìèñëåíà.

Îâîj âîâåäåí ïàðàãðàô ãî êîìïëåòèðàìå ñî ïîèìèòå çà �ëàâíà gèjà�îíàëà è

ñèîðågíà gèjà�îíàëà íà äåòåðìèíàíòà △n. Ãëàâíàòàòà äèjàãîíàëà jà ñî÷èíóâààò
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îájåêòèòå aij òàêâè øòî 1 ≤ i = j ≤ n (ò.å. ñèòå îájåêòè aii), à ñïîðåäíàòà äèjàãî-

íàëà jà ñî÷èíóâààò îájåêòèòå aij çà êîè i+ j = n+ 1, i, j ∈ N.

1.2 Ïðåñìåòóâà»å äåòåðìèíàíòè

Ñàðóñîâî ïðàâèëî. Îâà ïðàâèëî ñå îäíåñóâà ñàìî íà ïðåñìåòóâà»å íà äå-

òåðìèíàíòèòå îä òðåò ðåä. Jà ðàçãëåäóâàìå ïðîøèðåíàòà äåòåðìèíàíòà (äîáèåíà

ñî äîïèøóâà»å íà ïðâèòå äâå êîëîíè îä äåñíàòà ñòðàíà íà ïðâè÷íàòà äåòåðìè-

íàíòà). Èìåíî,

△3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 a11 a12
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

a21 a22 a23 a21 a22
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

a31 a32 a33 a31 a32

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (1.2.1)

êàäå ñî ½. . . � å îçíà÷åíà îïåðàöèjà ìíîæå»å. Ãè ïðåñìåòóâàìå ïðîèçâîäèòå íà

òðîjêèòå (x, y, z) îä îájåêòè êîè ñå ïîâðçàíè ñî . . . âî èñòà áîjà (øåñò íà áðîj, òðè

öðâåíè è òðè ñèíè, âèäè (1.2.1)). Ïðîèçâîäèòå êîè îäãîâàðààò íà ñèíî îáîåíèòå . . .

ñå ìíîæàò ñî −1. Òàêà äîáèåíèòå øåñò ïðîèçâîäè ñå ñîáèðààò, ñî øòî ñå äîáèâà

ôîðìóëàòà (1.1.2) çà ïðåñìåòóâà»å íà äåòåðìèíàíòàòà îä òðåò ðåä:

△3 = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32.

Ìèíîðè. Íåêà aij , çà i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, n ≥ 2, ñå ïðîèçâîëíè îájåêòè, è

△n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1j . . . a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 . . . aij . . . ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Ìèíîð Mij , øòî ñîîäâåòñòâóâà íà aij , å ñëåäíàòà äåòåðìèíàíòà îä ðåä n− 1

Mij =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1(j−1) a1(j+1) . . . a1n
...

. . .
...

...
. . .

...

a(i−1)1 . . . a(i−1)(j−1) a(i−1)(j+1) . . . a(i−1)n

a(i+1)1 . . . a(i+1)(j−1) a(i+1)(j+1) . . . a(i+1)n
...

. . .
...

...
. . .

...

an1 . . . a(i−1)(j−1) a(i+1)(j+1) . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (1.2.2)

Öðâåíîîçíà÷åíèòå îájåêòè âî △n, îäíîñíî îájåêòèòå îä i-òà ðåäèöà è j-òà êîëîíà,

ñå áðèøàò ïðè ôîðìèðà»åòî íàMij . Çàáåëåæóâàìå äåêà âî ôîðìóëàòà çà ïðåñìå-

òóâà»å íà äåòåðìèíàíòàòà îä n-òè ðåä, êîðèñòåíèòå äåòåðìèíàíòè îä (n − 1)-âè

ðåä ñå òîêìó ìèíîðèòå íà åëåìåíòèòå îä ïðâàòà ðåäèöà, îäíîñíî

△n = (−1)1+1a11M11 + (−1)1+2a12M12 + . . . (−1)1+na1nM1n. (1.2.3)

Çàäà÷à 1. Ïðåñìåòàj jà äåòåðìèíàíòàòà:

à)

∣∣∣∣∣ 1 −2

3 1/4

∣∣∣∣∣ ; á)

∣∣∣∣∣ 3−
√
2 −5−

√
7

−5 +
√
7 3 +

√
2

∣∣∣∣∣ ;
â)

∣∣∣∣∣ log3 9 sin 45o

cos 45o log3 9

∣∣∣∣∣ ; ã)

∣∣∣∣∣ sinφ − cosφ

cosφ sinφ

∣∣∣∣∣ , êàäå φ ∈ R;

ä)

∣∣∣∣∣ sinφ+ sinϕ cosφ+ cosϕ

cosϕ− cosφ sinφ− sinϕ

∣∣∣∣∣ , êàäå φ, ϕ ∈ R.

Ðåøåíèå.

à)

∣∣∣∣∣ 1 −2

3 1
4

∣∣∣∣∣ = 1 · 1
4
− (−2) · 3 =

25

4
.

á)

∣∣∣∣∣ 3−
√
2 −5−

√
7

−5 +
√
7 3 +

√
2

∣∣∣∣∣ = (3−
√
2)(3 +

√
2)− (−5−

√
7)(−5 +

√
7) = −11.

â)

∣∣∣∣∣ log3 9 sin 45o

cos 45o log3 9

∣∣∣∣∣ = log3 9·log9 3−sin 45o·cos 45o = 2·1
2
−
√
2

2
·
√
2

2
= 1−1

2
=

1

2
.

ã)

∣∣∣∣∣ sinφ − cosφ

cosφ sinφ

∣∣∣∣∣ = sinφ · sinφ− (− cosφ) · cosφ = sin2 φ+ cos2 φ = 1.
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ä)∣∣∣∣∣ sinφ+ sinϕ cosφ+ cosϕ

cosϕ− cosφ sinφ− sinϕ

∣∣∣∣∣ =
= (sinφ+ sinϕ)(sinφ− sinϕ)− (cosφ+ cosϕ)(cosϕ− cosφ)

= sin2 φ− sinφ sinϕ+ sinϕ sinφ− sin2 ϕ− cosφ cosϕ+ cos2 φ− cos2 ϕ+ cosϕ cosφ

= sin2 φ+ cos2 φ− (sin2 ϕ+ cos2 ϕ) = 0.

Çàäà÷à 2. Ðåøè jà ñëåäíàòà ðàâåíêà âî R:

à)

∣∣∣∣∣ x− 1 x

x+ 2 x+ 1

∣∣∣∣∣ = 0;

á)

(∣∣∣∣∣ x− 1 x

x+ 2 x+ 1

∣∣∣∣∣
)2

−

∣∣∣∣∣ x− 1 x

x+ 2 x+ 1

∣∣∣∣∣ = 0;

â)

(∣∣∣∣∣ x− 1 x

x+ 2 x+ 1

∣∣∣∣∣
)3

= 1.

Ðåøåíèå. à) Îä

∣∣∣∣∣ x− 1 x

x+ 2 x+ 1

∣∣∣∣∣ = x2−1−x2−2x = −2x−1 jà äîáèâàìå ðàâåíêàòà

−2x− 1 = 0, ÷èå ðåøåíèå å x = −1/2.

á) (∣∣∣∣∣ x− 1 x

x+ 2 x+ 1

∣∣∣∣∣
)2

−

∣∣∣∣∣ x− 1 x

x+ 2 x+ 1

∣∣∣∣∣ = 0 ⇐⇒∣∣∣∣∣ x− 1 x

x+ 2 x+ 1

∣∣∣∣∣
(∣∣∣∣∣ x− 1 x

x+ 2 x+ 1

∣∣∣∣∣− 1

)
= 0 ⇐⇒∣∣∣∣∣ x− 1 x

x+ 2 x+ 1

∣∣∣∣∣ = 0 èëè

∣∣∣∣∣ x− 1 x

x+ 2 x+ 1

∣∣∣∣∣ = 1.

Ïðâèîò ñëó÷àj å âå�êå ðåøåí (îâàà çàäà÷à ïîä à)). Äà ãî ðåøèìå âòîðèîò ñëó÷àj:

1 =

∣∣∣∣∣ x− 1 x

x+ 2 x+ 1

∣∣∣∣∣ = (x− 1)(x+ 1)− x(x+ 2)

1 = −2x− 1,

èëè x = −1. Çíà÷è, ðåøåíèjà íà äàäåíàòà ðàâåíêà ñå: x = −1/2 è x = −1.
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â) Íåêà △ =

∣∣∣∣∣ x− 1 x

x+ 2 x+ 1

∣∣∣∣∣. Òîãàø ðàâåíêàòà èìà îáëèê △3 = 1, îäíîñíî

(△− 1)(△2+△+1) = 0. Áèäåj�êè △2+△+1 = (△+1/2)2+3/4 > 0, ñëåäóâà äåêà

△ = 1. Ðåøåíèåòî ñå ñâåäóâà íà âòîðèîò ñëó÷àj îä îâàà çàäà÷à ïîä á), ïà òàêà

x = −1 å åäèíñòâåíî ðåøåíèå íà ðàâåíêàòà.

Çàäà÷à 3. Ïðåñìåòàj jà äåòåðìèíàíòàòà:

à)

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0

1 2 −3

4 −5 6

∣∣∣∣∣∣∣; á)

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 3

4 4 6

7 7 9

∣∣∣∣∣∣∣ ;
â)

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

4 5 6

7 8 9

∣∣∣∣∣∣∣; ã)

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

4 5 6

7 8 9

∣∣∣∣∣∣∣ ;

ä)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0

2 2 . . . 0
...

. . .
...

n− 1 . . . n− 1 0

n . . . n n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ðåøåíèå. à) Jà ðàçâèâàìå äåòåðìèíàíòàòà ïî ïðâàòà ðåäèöà è äîáèâàìå:

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0

1 2 −3

4 −5 6

∣∣∣∣∣∣∣
↑
r1

= 0

∣∣∣∣∣ 2 −3

−5 6

∣∣∣∣∣− 0

∣∣∣∣∣ 1 −3

4 6

∣∣∣∣∣+ 0

∣∣∣∣∣ 1 2

4 −5

∣∣∣∣∣ = 0

á) Çà îâàà äåòåðìèíàíòà ãî ïðèìåíóâàìå Ñàðóñîâîòî ïðàâèëî:

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 3

4 4 6

7 7 9

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 3 1 1
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

4 4 6 4 4
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

7 7 9 7 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 · 4 · 9 + 1 · 6 · 7 + 3 · 4 · 7− 3 · 4 · 7− 1 · 6 · 7− 1 · 4 · 9 = 0.

Äà çàáåëåæèìå äåêà âî ñëó÷àjîò à) åäíà ðåäèöà å ñîñòàâåíà ñàìî îä íóëè,

äîäåêà âî ñëó÷àjîò á) äâå êîëîíè ñå èñòè. Âî äâàòà ñëó÷àjà âðåäíîñòà íà äåòåðìè-

íàíòàòà å 0.
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â) Ñî ðàçâèâà»å ïî ïðâàòà ðåäèöà äîáèâàìå:

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

4 5 6

7 8 9

∣∣∣∣∣∣∣
↑
r1

= 1

∣∣∣∣∣ 5 6

8 9

∣∣∣∣∣+ 0

∣∣∣∣∣ 4 6

7 9

∣∣∣∣∣+ 0

∣∣∣∣∣ 4 5

7 8

∣∣∣∣∣ = −3.

ä) Äàäåíàòà äåòåðìèíàíòà èìà êàðàêòåðèñòè÷íà îñîáèíà. Èìåíî, ñèòå åëå-

ìåíòè íàä ãëàâíàòà äèjàãîíàëà ñå åäíàêâè íà 0. (Çà äåòåðìèíàíòà ñî îâàà îñîáèíà

âåëèìå äåêà å gîëíî-øðèà�îëíà.) Íåjçèíàòà âðåäíîñò å ïðîèçâîä íà åëåìåíòèòå îä

ãëàâíàòà äèjàãîíàëà. Íàâèñòèíà,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0

2 2 . . . 0
...

. . .
...

n− 1 . . . n− 1 0

n . . . n n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
↑
r1

= 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 0 . . . 0

3 3 . . . 0
...

. . .
...

n− 1 . . . n− 1 0

n . . . n n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
↑
r1

= . . .

= 1 · 2 · (n− 1) · n = n!.

1.3 Ñâîjñòâà íà äåòåðìèíàíòè

Íåêà n e ïðèðîäåí áðîj ïîãîëåì îä 1. Ñî ïðèíöèïîò íà ìàòåìàòè÷êà èíäóêöèjà

(ïî n) ìîæå äà ñå äîêàæàò ñëåäíèòå ñâîjñòâà çà äåòåðìèíàíòà îä ðåä n.
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(i) Âðåäíîñòà íà äåòåðìèíàíòàòà △n íå ñå ìåíóâà äîêîëêó ðåäèöèòå è

êîëîíèòå ñè ãè çàìåíàò ìåñòàòà, îäíîñíî:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1j . . . a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 . . . aij . . . ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . ai1 . . . an1
...

. . .
...

. . .
...

a1j . . . aij . . . anj
...

. . .
...

. . .
...

a1n . . . ain . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Êàêî ïîñëåäèöà, ñèòå òâðäå»à âî ïîíàòàìîøíèîò òåêñò ñå îäíåñóâààò

íà ðåäèöè è íà êîëîíè.

(ii) Àêî ñèòå åëåìåíòè íà åäíà ðåäèöà (êîëîíà) ñå 0, òîãàø △n = 0. (Âèäè

jà çàäà÷àòà 3.)

(iii) Àêî äâå ðåäèöè (êîëîíè) ñè ãè çàìåíàò ìåñòàòà, òîãàø âðåäíîñòà íà

íîâàòà äåòåðìèíàíòà å −△n, ò.å.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . . . . a1n
...

...

ai1 . . . . . . ain
...

...

aj1 . . . . . . ajn
...

...

an1 . . . . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . . . . a1n
...

...

aj1 . . . . . . ajn
...

...

ai1 . . . . . . ain
...

...

an1 . . . . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Êàêî ïîñëåäèöà íà îâà ñâîjñòâî ñå äîáèâà äåêà àêî äâå ðåäèöè (êîëî-

íè) ñå åäíàêâè, òîãàø △n = 0. (Îâà ñâîjñòâî å èëóñòðèðàíî âî á) îä

çàäà÷àòà 3.)
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(iv) Àêî åëåìåíòèòå íà åäíà ðåäèöà (êîëîíà) ñå ïîìíîæàò ñî êîíñòàíòà k,

òîãàø âðåäíîñòà íà íîâàòà äåòåðìèíàíòà èçíåñóâà k△n:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . . . . a1n
...

...

kai1 . . . . . . kain
...

...

an1 . . . . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . . . . a1n
...

...

ai1 . . . . . . ain
...

...

an1 . . . . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Êàêî ïîñëåäèöà íà îâà ñâîjñòâî è ñâîjñòâîòî 3) ñå äîáèâà äåêà àêî äâå

(èëè ïîâå�êå) ðåäèöè (èëè êîëîíè) âî △n ñå ïðîïîðöèîíàëíè, òîãàø

âðåäíîñòà íà äåòåðìèíàíòàòà å 0.

(v) Àêî åëåìåíòèòå íà åäíà ðåäèöà (êîëîíà) ñå ïîìíîæàò ñî êîíñòàíòà k

è ñå äîäàäàò íà äðóãà ðåäèöà (êîëîíà), òîãàø âðåäíîñòà íà äåòåðìè-

íàíòàòà íå ñå ìåíóâà: çà j ̸= i,

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . . . . a1n
...

...

kaj1 + ai1 . . . . . . kajn + ain
...

...

an1 . . . . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . ka1j + a1i . . . a1n
...

...
...

ai1 . . . kaij + aii . . . ain
...

...
...

an1 . . . kanj + ani . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

(vi) Íåêà 1 ≤ i, j ≤ n. Ïîä ðàçâèâà»å èî i-øà ðågèöà íà △n ñå ïîäðàçáèðà

èäåíòèòåòîò:

△n = (−1)i+1ai1Mi1 + (−1)i+2ai2Mi2 + . . . (−1)i+nainMin. (1.3.1)

Àíàëîãíî, ðàçâèâà»å èî j-øà êîëîíà íà △n å èäåíòèòåòîò:
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△n = (−1)1+ja1jM1j + (−1)2+ja2jM2j + . . . (−1)njanjMnj . (1.3.2)

ÎâäåMij ñå ìèíîðèòå äåôèíèðàíè ñî ôîðìóëàòà (1.2.2). Îâàà îñîáèíà

å ïîñëåäèöà îä äåôèíèöèjàòà íà △n è ñâîjñòâîòî 3).

Çàäà÷à 4. Ðåøè jà çàäà÷àòà 3, êîðèñòåj�êè ãè ñâîjñòâàòà íà äåòåðìèíàíòèòå.

Çàäà÷à 5. Ïðåñìåòàj jà âðåäíîñòà íà äåòåðìèíàíòaòà çà x, y, z, k, r, s, t ∈ R∣∣∣∣∣∣∣
x y z

kx ky kz

r s t

∣∣∣∣∣∣∣ .
Ðåøåíèå. Äà çàáåëåæèìå äåêà ïðâàòà è âòîðàòà ðåäèöà ñå ïðîïîðöèîíàëíè ñî

êîåôèöèåíò k. Çàòîà, îä âòîðàòà ðåäèöà jà îäçåìàìå ïðâàòà ðåäèöà ïîìíîæåíà

ñî k. Êîðèñòèìå îçíàêà → çà òðàíñôîðìàöèjàòà ïî ðåäèöè è êîëîíè, ↑ çà ðàç-

âèâà»åòî íà äåòåðìíèíàíòàòà ïî äàäåíàòà ðåäèöà èëè êîëîíà. Íîòàöèjàòà êîjà

�êå jà êîðèñòèìå çà âàêâèòå òðàíñôîðìàöèè å: −kr1 + r2 → r2, øòî çíà÷è äåêà

íà ìåñòîòî íà âòîðàòà ðåäèöà �êå ñòîè ½íîâàòà� òðàíñôîðìèðàíà ðåäèöà, îäíîñíî

íà åëåìåíòèòå íà âòîðàòà ðåäèöà ãè äîäàâàìå ñîîäâåòíèòå åëåìåíòè îä ïðâàòà

ðåäèöà ïðåòõîäíî ïîìíîæåíè ñî −k.∣∣∣∣∣∣∣
x y z

kx ky kz

r s t

∣∣∣∣∣∣∣−kr1 + r2 → r2
=

∣∣∣∣∣∣∣
x y z

0 0 0

r s t

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Çàäà÷à 6. Ïðåñìåòàj jà âðåäíîñòà íà äåòåðìèíàíòàòà:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

0 a22 . . . a2n
...

. . .
. . .

...

0 . . . 0 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Äàäåíàòà äåòåðìèíàíòàòà ñå íàðåêóâà �îðíî-øðèà�îëíà (êàðàêòåðèñòè÷íàòà îñî-

áèíà å äåêà ñåêîj åëåìåíò ïîä ãëàâíàòà äèjàãîíàëà å 0). Àíàëîãíî, äåôèíèðàâìå

ïîèì çà äîëíî-òðèàãîëíà äåòåðìèíàíòà âî çàäà÷àòà 3. ä).
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Ðåøåíèå. Äåòåðìèíàíòàòà âî ñåêîj ÷åêîð jà ðàçëîæóâàìå ïî ïðâà êîëîíà îä êà-

äå øòî äîáèâàìå äåêà △n = a11a22 . . . ann, îäíîñíî ïðîèçâîäîò íà åëåìåíòèòå îä

ãëàâíàòà äèjàãîíàëà.

Çàäà÷èòå 3. ä) è 6. èñêàæóâààò íîâî ñâîjñòâî íà äåòåðìèíàíòèòå.

(vii) Çà òðèàãîëíèòå äåòåðìèíàíòè âàæè:

△n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

0 a22 . . . a2n
...

. . .
. . .

...

0 . . . 0 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22 . . . ann

è:

△n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 0 . . . 0

a21 a22 . . . 0
...

. . .
. . .

...

an1 . . . ann−1 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22 . . . ann.

Çàäà÷à 7. Ïðåñìåòàj jà âðåäíîñòà íà äåòåðìèíàíòàòà:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 5 −3 −2

−2 −3 2 −5

1 3 −2 2

−1 −6 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ðåøåíèå.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 5 −3 −2

−2 −3 2 −5

1 3 −2 2

−1 −6 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−2r3 + r1 → r1

2r3 + r2 → r2

r3 + r4 → r4

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −1 1 −6

0 3 −2 −1

1 3 −2 2

0 −3 2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
↑
k1

= (−1)3+1

∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 −6

3 −2 −1

−3 2 5

∣∣∣∣∣∣∣ 3r1 + r2 → r2

−3r1 + r3 → r3

=

∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 −6

0 1 −19

0 −1 23

∣∣∣∣∣∣∣
↑
k1

= −

∣∣∣∣∣ 1 −19

−1 23

∣∣∣∣∣ r1 + r2 → r2
= −

∣∣∣∣∣ 1 −19

0 4

∣∣∣∣∣ = −4.

Äà íàïîìåíåìå äåêà îâîj ìåòîä ìîæå äà ñå êîðèñòè âî êîìáèíàöèjà ñî Ñàðóñîâîòî

ïðàâèëî. Ñî ïîìîø íà òðàíñôîðìàöèèòå ïî ðåäèöè ìîæå äåòåðìèíàíòàòà äà ñå
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ñâåäå íà ãîðíî-òðèàãîëíà, îäíîñíî

△4 = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ∗ ∗
0 −1 ∗
0 0 1 ∗
0 0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −4.

Âî âòîðîòî ðåøåíèå å êîðèñòåíà çàäà÷àòà 6.

Çàäà÷à 8. Ïðåñìåòàj jà âðåäíîñòà íà äåòåðìèíàíòàòà:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6 2 2 2 2

2 6 2 2 2

2 2 6 2 2

2 2 2 6 2

2 2 2 2 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Óïàòñòâî. Äîäàäåòå ãè ñèòå ðåäèöè (êîëîíè) íà ïðâàòà ðåäèöà (êîëîíà). �Êå äî-

áèåòå ðåäèöà (êîëîíà) ñî ñèòå åëåìåíòè áðîjîò 14. Ïîòîà ïîäåëåòå jà ðåäèöàòà

(êîëîíàòà) ñî âðåäíîñòà øòî ñå ïîjàâóâà íà ñåêîå ìåñòî îä òàà ðåäèöà (êîëîíà).

Âðåäíîñòà íà äåòåðìèíàíòàòà å 14 · 44.

1.4 Äîïîëíèòåëíè çàäà÷è

Çàäà÷à 9. Ïðåñìåòàj jà âðåäíîñòà íà äåòåðìèíàíòàòà:

∣∣∣∣∣ 6 5

4 3

∣∣∣∣∣ .
Çàäà÷à 10. Ïðåñìåòàj jà äåòåðìèíàíòàòà:

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −3

4 −5 6

−1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣
a) ñî Ñàðóñîâîòî ïðàâèëî;

á) ñî ñâåäóâà»å íà òðèàãîëåí îáëèê (ñî ïèâîòèðà»å).

Çàäà÷à 11. Ïðåñìåòàj jà äåòåðìèíàíòàòà:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 2 3

3 0 1 2

4 3 0 1

5 4 3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ñî:
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à) ñâåäóâà»å âî ãîðíî-òðèàãîëíà ôîðìà;

á) ðàçëîæóâà»å ïî ïðâà ðåäèöà;

â) ðàçëîæóâà»å ïî âòîðà êîëîíà.

Çàäà÷à 12. Ðåøè jà êâàäðàòíàòà ðàâåíêà:∣∣∣∣∣∣∣
3 t 2

1 7 2

t t− 1 2

∣∣∣∣∣∣∣ = 4.

Çàäà÷à 13. Ïðåñìåòàj jà âðåäíîñòà íà äåòåðìèíàíòàòà:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 0 1 2 0

−1 1 2 0 1

1 −1 0 0 1

3 2 1 −1 1

0 2 2 1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Çàäà÷à 14. Èñïèòàj ãî òåêîò è ñêèöèðàj ãî ãðàôèêîò íà ôóíêöèjàòà:

f(x) =

∣∣∣∣∣∣∣
1 x x2

1 2 4

1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣ .



Ãëàâà 2

Âåêòîðè

2.1 Äåôèíèöèjà è ñâîjñòâà

Âåêòîðè ñå âåëè÷èíè (ãåîìåòðèñêè îájåêòè) êîè ìîæàò äà ñå êàðàêòåðèçè-

ðààò ñî íèâíàòà ãîëåìèíà, ïðàâåö è íàñîêà. Âîîáè÷àåíî, ãè îçíà÷óâàìå ñî ìàëè

áóêâè îä ëàòèíñêàòà àçáóêà íàä êîè çàïèøóâàìå → : a⃗, b⃗, c⃗, . . .. Îä äðóãà ñòðà-

íà, ñêàëàðèòå (ðåàëíèòå áðîåâè) ãè îçíà÷óâàìå ñî ìàëè áóêâè îä ãð÷êàòà àçáóêà:

α, β, γ, . . . , λ, µ, ν, . . .. Âåêòîðèòå ìîæàò äà ñå ñîáèðààò (⃗a+ b⃗, a⃗+ b⃗+ c⃗, . . .) è ìîæàò

äà ñå ñêàëèðààò, ò.å. äà ñå ìíîæàò ñî ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà (αa⃗, βb⃗, λ(⃗a + b⃗), . . .).

Âåêòîðèòå âîîáè÷àåíî ãè ïðåòñòàâóâàìå êàêî íàñî÷åíè îòñå÷êè. Èìåíî, âåêòîðîò
−−→
PQ ãî ïðåòñòàâóâàìå êàêî îòñå÷êà êîjà èìà ïî÷åòíà òî÷êà P è êðàjíà òî÷êà Q.

Äîëæèíàòà PQ íà îòñå÷êàòà PQ ñå íàðåêóâà gîëæèíà (àëòåðíàòèâíî, ìîgóë èëè

èíøåíçèøåø) íà âåêòîðîò
−−→
PQ; ñå îçíà÷óâà ñî |

−−→
PQ|. Ïî äåôèíèöèjà, äâå íàñî÷åíè

îòñå÷êè âî ïðîñòîðîò,
−−→
PQ è

−−→
P ′Q′, ñå ïðåòñòàâóâà»à íà èñò âåêòîð äîêîëêó ÷åòè-

ðèàãîëíèêîò PQQ′P ′ å ïàðàëåëîãðàì. Çà ïðîèçâîëíà òî÷êà O è äàäåí âåêòîð a⃗,

ïîñòîè åäèíñòâåíà òî÷êà A, òàêâà øòî íàñî÷åíàòà îòñå÷êà
−→
OA å ïðåòñòàâóâà»å íà

âåêòîðîò a⃗. Âî òîj ïîãëåä, âåëèìå äåêà âåêòîðîò a⃗ ñìå ãî íàíåñëå âî òî÷êàòà O.

Âî òåêñòîò øòî ñëåäóâà, íàjïðâî å ðàçãëåäàí îïøòèîò ñëó÷àj íà âåêòîð, à

ïîòîà ñïåöèjàëíèîò îáëèê íà âåêòîð âî Rn, îäíîñíî âî R2 è R3. Ïðè÷èíàòà çà

ïîñëåäíîâî ëåæè âî åäíîñòàâíàòà ãåîìåòðèñêà èíòåðïðåòàöèjà, âåêòîðèòå âî R2

è R3 ìîæàò äà ñå ïðåòñòàâàò êàêî ïîäðåäåíè ïàðîâè, îäíîñíî òðîjêè îä ðåàëíè

áðîåâè. Çà âåêòîðèòå îä R2 �êå jà êîðèñòèìå íîòàöèjàòà

[
a1

a2

]
èëè

[
a1 a2

]T
.

Àíàëîãíà íîòàöèjà �êå êîðèñòèìå è çà âåêòîðèòå âî R3.

Çà îïøòèîò ñëó÷àj èìàìå:

14
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(i) Âåêòîðèòå a⃗ è b⃗ ñå åäíàêâè àêî èìààò åäíàêâà äîëæèíà |⃗a| = |⃗b|, èñò
ïðàâåö a⃗||⃗b (ò.å. a⃗ = λ⃗b çà íåêîj λ ∈ R) è èìààò èñòà íàñîêà (ò.å. λ > 0

âî ðàâåíñòâîòî çà ïàðàëåëíîñò).

(ii) Âåêòîðîò −a⃗ å âåêòîð øòî èìà èñò ìîäóë è èñò ïðàâåö, íî ñïðîòèâíà

íàñîêà îä âåêòîðîò a⃗. Ãî íàðåêóâàìå ñèðîøèâåí íà âåêòîðîò a⃗. Àêî
−−→
AB å ïðåòñòàâóâà»å íà a⃗, òîãàø

−−→
BA å ïðåòñòàâóâà»å íà −a⃗.

(iii) Çáèð a⃗+ b⃗ íà âåêòîðèòå a⃗ è b⃗ å âåêòîð c⃗ äîáèåí íà ñëåäíèîò íà÷èí:

• Ïðàâèëî íà òðèàãîëíèê. Èçáèðàìå ïðîèçâîëíî ïðåòñòàâóâà»å

íà âåêòîðîò a⃗ êàêî íàñî÷åíà îòñå÷êà
−→
OA. Êðàjíàòà òî÷êà íà âåê-

òîðîò a⃗ ñå èçáèðà çà ïî÷åòíà òî÷êà íà âåêòîðîò b⃗, ò.å., èçáèðàìå

ïðåòñòàâóâà»å
−−→
AB íà b⃗. Âåêòîðîò c⃗ = a⃗ + b⃗ å ïðåòñòàâåí ñî íà-

ñî÷åíàòà îòñå÷êà
−−→
OB, ò.å., èìà èñòà ïî÷åòíà òî÷êà ñî a⃗ è èñòà

êðàjíà òî÷êà ñî b⃗. Íàïîìåíóâàìå äåêà íàñîêàòà íà çáèðîò c⃗ å îä

ïî÷åòîêîò íà a⃗ êîí êðàjîò íà b⃗. (Çàáåëåæåòå äåêà îâàà äåôèíèöè-

jà íà çáèðîò a⃗+ b⃗ å äîáðà âî ñìèñëà äåêà íå çàâèñè îä ïî÷åòíèîò

èçáîð íà òî÷êàòà O.)

• Ïðàâèëî íà ïàðàëåëîãðàì. Âåêòîðèòå a⃗ è b⃗ ñå íàíåñóâààò âî

èñòà ïî÷åòíà òî÷êà O, íåêà a⃗ =
−→
OA è b⃗ =

−−→
OB. Âåêòîðîò c⃗ = a⃗+b⃗ å

ïðåòñòàâåí ñî äèjàãîíàëàòà
−−→
OC íà ïàðàëåëîãðàìîò OACB ôîð-

ìèðàí íàä âåêòîðèòå a⃗ è b⃗. Ïî÷åòíà òî÷êà íà c⃗ e çàåäíè÷êàòà

ïî÷åòíà òî÷êà íà a⃗ è b⃗. (Çàáåëåæåòå äåêà è îâàà åêâèâàëåíòíà

äåôèíèöèjà íà çáèðîò a⃗+ b⃗ å äîáðà, íî å îñìèñëåíà ñàìî çà âåê-

òîðè êîè íåìààò èñò ïðàâåö.)

Îä ñàìàòà äåôèíèöèjà íà çáèðîò íà âåêòîðè ñëåäóâà äåêà ñå ðàáîòè

çà êîìóòàòèâíà è àñîöèjàòèâíà îïåðàöèjà.
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(i) (ii)

Ñëèêà 2.1: Ñîáèðà»å ñïîðåä ïðàâèëîòî íà: (i) òðèàãîëíèê (ii) ïàðàëåëîãðàì.

Çàáåëåæåòå äåêà äåôèíèöèèòå ñå åêâèâàëåíòíè çà ïðîèçâîëíè íåïàðàëåëíè âåê-

òîðè a⃗ è b⃗.

(iv) Âåêòîðîò 0⃗ e çáèð íà âåêòîðèòå a⃗ è −a⃗, çà ïðîèçâîëåí âåêòîð a⃗. Âåëèìå
äåêà 0⃗ å íóëøè âåêøîð. Òîj å íåóòðàëåí âî ïîãëåä íà ñîáèðà»å íà

âåêòîðè, ò.å., âàæè a⃗+ 0⃗ = a⃗.

(v) Ðàçëèêàòà a⃗− b⃗ íà âåêòîðèòå a⃗ è b⃗ å âåêòîð c⃗ = a⃗+ (−b⃗). Íà ïðèìåð,
a⃗− a⃗ = 0⃗, a⃗− 0⃗ = a⃗ è 0⃗− a⃗ = −a⃗.

(vi) Âåêòîðîò ka⃗, êàäå øòî k ∈ R, å âåêòîð øòî å ïàðàëåëåí íà âåêòîðîò a⃗
ñî ìîäóë |k||⃗a| è èìà íàñîêà:

• èñòà ñî íàñîêàòà íà a⃗, êîãà k > 0;

• ñïðîòèâíà íà íàñîêàòà íà a⃗, êîãà k < 0;

• å íóëòèîò âåêòîð 0⃗, êîãà k = 0.

Çàáåëåæåòå äåêà (−1)⃗a = −a⃗ è äåêà k0⃗ = 0⃗. Âñóøíîñò, ka⃗ = 0⃗ àêî è

ñàìî àêî k = 0 èëè a⃗ = 0⃗.
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Çà ñïåöèjàëåí èçáîð íà âåêòîðè a⃗ =


a1

a2
...

an

 è b⃗ =


b1

b2
...

bn

 âî Rn èìàìå:

Êîîðäèíàòíè ôîðìè íà äåôèíèöèèòå.

(i) Ðàâåíñòâîòî a⃗ = b⃗ âàæè àêî è ñàìî àêî: a1 = b1, a2 = b2, . . . , an = bn.

(ii) Çáèðîò a⃗+ b⃗ å âåêòîðîò:


a1 + b1

a2 + b2
...

an + bn

.

(iii) Ðàçëèêàòà a⃗− b⃗ å âåêòîðîò:


a1 − b1

a2 − b2
...

an − bn

.

(iv) Ïðîèçâîäîò ka⃗ å âåêòîðîò: [ ka1 ka2 . . . kan ]T .

(v) Ìîäóëîò |⃗a| íà âåêòîðîò a⃗ å ðàñòîjàíèåòî îä êîîðäèíàòíèîò ïî÷å-

òîê (0, 0, . . . , 0) äî òî÷êàòà ñî êîîðäèíàòè (a1, a2, . . . , an). Ïðèòîà, âà-

æè |⃗a| =
√
a21 + a22 + · · ·+ a2n (Ïèòàãîðèíà òåîðåìà). Ñïåöèjàëíî, çà

âåêòîðîò a⃗ = [ a1 a2 ]T âàæè |⃗a| =
√
a21 + a22. Ñëè÷íî, çà a⃗ =

[ a1 a2 a3 ]T âàæè |⃗a| =
√
a21 + a22 + a23.

(vi) Çà ïðîèçâîëíà òî÷êà A(a1, a2, . . . , an) âåêòîðîò
−→
OA =


a1

a2
...

an

 ãî íàðå-

êóâàìå ðàgèóñ-âåêøîð è ãî îçíà÷óâàìå ñî r⃗A.

Çàäà÷à 15. Äàäåíè ñå òî÷êèòå A(2, 1), B(1, 3). Íàjäè êîîðäèíàòíà ôîðìà íà âåê-

òîðîò
−−→
AB.

Ðåøåíèå. Ðàäèóñ-âåêòîðîò r⃗A íà òî÷êàòà A, ò.å. âåêòîðîò êîj jà îïðåäåëóâà ïî-

çèöèjàòà íà òî÷êàòà A, âî îâîj ñëó÷àj å r⃗A = [ 2 1 ]T . Ðàäèóñ-âåêòîðîò r⃗B íà

òî÷êàòà B e r⃗B = [ 1 3 ]T . Òîãàø, âåêòîðîò
−−→
AB = r⃗B − r⃗A = [ −1 2 ]T (âèäè jà
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ñëèêàòà 2.2).

Ñëèêà 2.2: Ðàäèóñ-âåêòîðèòå r⃗A è r⃗B âî çàäà÷àòà 15.

Ðåøåíèåòî íà ïðåòõîäíàòà çàäà÷à ãî èëóñòðèðà ñëåäíèîâ îïøò çàêëó÷îê:

Àêî òî÷êèòå A è B ñå çàäàäåíè ñî A(xa, ya, za) è B(xb, yb, zb), òîãàø:

−−→
AB =

 xb − xa

yb − ya

zb − za

 .

Çàäà÷à 16. Äàäåíè ñå òî÷êèòå A(0, 1, 2), B(3, 2, 1). Ïðåñìåòàj ãî âåêòîðîò
−−→
AB è

íåãîâèîò ìîäóë.

Ðåøåíèå. Çà âåêòîðîò
−−→
AB âàæè

−−→
AB =

−−→
OB −

−→
OA = [ 3 2 1 ]T − [ 0 1 2 ]T =

[ 3 1 −1 ]T , à çà íåãîâèîò ìîäóë

|
−−→
AB| =

√
32 + 12 + (−1)2 =

√
11.

Çàäà÷à 17. Íåêà òî÷êèòå A,B è C ñå òåìè»àòà íà△ABC. Ïðåñìåòàj:
−−→
AB+

−−→
BC+

−→
CA.



2.2. ÑÊÀËÀÐÅÍ ÏÐÎÈÇÂÎÄ 19

Ðåøåíèå.
−−→
AB +

−−→
BC +

−→
CA =

−→
AC +

−→
CA =

−→
AC −

−→
AC =

−→
0 .

Çàäà÷à 18. Äàäåíè ñå âåêòîðèòå

a⃗ = [ 1 0 1 ]T , b⃗ = [ 0 1 2 ]T è c⃗ = [ −1 −1 3 ]T .

Ïðåñìåòàj: a⃗+ b⃗, a⃗− b⃗, 2c⃗,−2c⃗, a⃗+ b⃗+ c⃗, a⃗− b⃗+ c⃗, |⃗c|, |⃗a− b⃗+ c⃗|, 2a⃗+ 2⃗b− 2c⃗.

Çàäà÷à 19. Òî÷êèòå A(0, 1, 2), B(2, 0, 1) è C(3, 1, 0) ñå òåìè»à íà ïàðàëåëîãðàì

ABCD. Íàjäè ãè êîîðäèíàòèòå íà ÷åòâðòîòî òåìå D. Íàjäè ãî ïðåñåêîò íà äèjà-

ãîíàëèòå O.

Ðåøåíèå. Íåêà D(x, y, z). Îä äåôèíèðà÷êèòå ñâîjñòâà íà ïàðàëåëîãðàì è âåêòîð,
−−→
AB =

−−→
DC, îäíîñíî

[ 2 −1 −1 ]T = [ 3− x 1− y −z ]T .

Ñëåäñòâåíî, 2 = 3−x, −1 = 1− y, −1 = −z è îòòóêà D(1, 2, 1). Âî ñåêîj ïàðàëåëî-

ãðàì äèjàãîíàëèòå ñå ïðåïîëîâóâààò ñî ïðåñå÷íàòà òî÷êà. Çíà÷è, àêî O(x∗, y∗, z∗)

å ïðåñå÷íàòà òî÷êà, òîãàø
−→
AO =

−−→
OC, îäíîñíî

[ x∗ y∗ − 1 z∗ − 2 ]T = [ 3− x∗ 1− y∗ −z∗ ]T .

Ñëåäóâà äåêà: x∗ = 3/2, y∗ = 1, z∗ = 1.

Ãåíåðàëíî, àêî òî÷êàòà O(ox, oy, oz) jà ïðåïîëîâóâà îòñå÷êàòà AB, êàäå øòî

A(ax, ay, az) è B(bx, by, bz), òîãàø

ox =
ax + bx

2
, oy =

ay + by
2

, oz =
az + bz

2
.

2.2 Ñêàëàðåí ïðîèçâîä

Íåêà a⃗, b⃗ ñå äâà íåíóëòè âåêòîðè âî R2 èëè R3. Ïîä à�îë ∡(⃗a, b⃗) ìå�ãó âåêòîðèòå

a⃗, b⃗ ñå ïîäðàçáèðà ïîìàëèîò îä äâàòà àãëè øòî ãè çàôà�êààò ïðàâöèòå íà âåêòîðèòå

a⃗ è b⃗. Ñî äðóãè çáîðîâè, àêî O å ïðîèçâîëíà òî÷êà è
−→
OA = a⃗,

−−→
OB = b⃗, òîãàø

ïîñòîjàò äâà àãëè ñî òåìå âî òî÷êàòà O è êðàöè äîëæ ïîëóïðàâèòå OA è OB.

Îâèå äâà àãëè çàåäíî ôîðìèðààò ïîëí àãîë, è ïîìàëèîò ìå�ãó íèâ å òîêìó ∡(⃗a, b⃗).

Äà çàáåëåæèìå äåêà îâàà äåôèíèöèjà å äîáðà, ò.å., íå çàâèñè îä èçáîðîò íà

òî÷êàòà O. Âî ñîãëàñíîñò ñî äåôèíèöèjàòà, ∡(⃗a, b⃗) å ðåàëåí áðîj îä ñåãìåíòîò [0, π]
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(ïðè àãîëíà ìåðà ðàäèjàí). Ñî îãëåä íà òîà äåêà cos : [0, π] → [−1, 1] å áèåêöèjà,

çà îïðåäåëóâà»å íà ∡(⃗a, b⃗), äîâîëíî å äà çíàåìå êîëêó èçíåñóâà cos∡(⃗a, b⃗).

Íàïîìåíóâàìå äåêà: ∡(⃗a, b⃗) = ∡(⃗b, a⃗), ∡(⃗a, a⃗) = 0, ∡(⃗a, −⃗a) = π.

Ïîä ñêàëàðåí èðîèçâîg a⃗ · b⃗ íà âåêòîðèòå a⃗ è b⃗ ñå ïîäðàçáèðà áðîjîò:

a⃗ · b⃗ =

{
|⃗a||⃗b| cos∡(⃗a, b⃗) , a⃗ ̸= 0⃗ è b⃗ ̸= 0⃗

0 , a⃗ = 0⃗ èëè b⃗ = 0⃗
. (2.2.1)

Âî ïðîäîëæåíèå ãè íàâåäóâàìå îñíîâíèòå ñâîjñòâà íà ñêàëàðåí ïðîèçâîä.

Îñíîâíè ñâîjñòâà.

(i) Ðàâåíñòâîòî a⃗ · b⃗ = 0 âàæè àêî è ñàìî àêî âåêòîðèòå a⃗ è b⃗ ñå çàåìíî

íîðìàëíè èëè áàðåì åäåí îä íèâ å íóëòèîò âåêòîð.

(ii) |⃗a| =
√
a⃗ · a⃗.

(iii) a⃗ · b⃗ = b⃗ · a⃗.

(iv) k(⃗a · b⃗) = (ka⃗) · b⃗ = a⃗ · (k⃗b).

(v) a⃗ · (⃗b+ c⃗) = a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗ è (⃗a+ b⃗) · c⃗ = a⃗ · c⃗+ b⃗ · c⃗.

Ñî èñêëó÷îê íà ïîñëåäíîòî îä ãîðåíàâåäåíèòå îñíîâíè ñâîjñòâà, îñòàíàòèòå

ñå íåïîñðåäíè ïîñëåäèöè îä ñàìèòå äåôèíèöèè çà àãîë è çà ñêàëàðåí ïðîèçâîä.

Ïîñëåäíîòî ñâîjñòâî èñêàæóâà äåêà îïåðàöèjàòà ñêàëàðåí ïðîèçâîä íà âåêòîðè å

äèñòðèáóòèâíà âî îäíîñ íà îïåðàöèjàòà ñîáèðà»å âåêòîðè.

Êîîðäèíàòíà ôîðìà. Íåêà a⃗ =

 a1

a2

a3

 è b⃗ =

 b1

b2

b3

. Òîãàø, ôîðìóëàòà
(2.2.1) ñå ñâåäóâà íà îáëèêîò:

a⃗ · b⃗ = a1b1 + a2b2 + a3b3. (2.2.2)

Íàâèñòèíà, âåêòîðîò b⃗− a⃗ = [ b1 − a1 b2 − a2 b3 − a3 ]T . Òîãàø,

|⃗b− a⃗|2 =(b1 − a1)
2 + (b2 − a2)

2 + (b3 − a3)
2

(⃗b− a⃗) · (⃗b− a⃗) =a21 + a22 + a23 + b21 + b22 + b23

− 2(a1b1 + a2b2 + a3b3).
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Äîáèâàìå:

|⃗b|2 + |⃗a|2 − 2a⃗ · b⃗ = |⃗a|2 + |⃗b|2 − 2(a1b1 + a2b2 + a3b3),

îä êàäå øòî ñëåäóâà ðàâåíêàòà (2.2.2). Âî ïðåñìåòêèòå (ïðâèîò ðåä) å èñêîðèñòåíà

ôîðìóëàòà çà ïðåñìåòóâà»å ìîäóë íà âåêòîð äàäåí âî êîîðäèíàòíà ôîðìà.

Çàäà÷à 20. Äàäåíè ñå âåêòîðèòå a⃗ = [ 1 0 3 ]T è b⃗ = [ 5 1 −1 ]T . Ïðåñìåòàj

ãè ñêàëàðíèîò ïðîèçâîä è àãîëîò ìå�ãó a⃗ è b⃗.

Ðåøåíèå. Îä êîîðäèíàòíàòà ôîðìà íà ñêàëàðåí ïðîèçâîä è ìîäóë äîáèâàìå äåêà

a⃗ · b⃗ = 1 · 5 + 0 · 1 + 3 · (−1) = 2. Ñëè÷íî, |⃗a| =
√
12 + 02 + 32 =

√
10 è |⃗b| =√

52 + 12 + (−1)2 =
√
27. Îä ôîðìóëàòà çà ñêàëàðåí ïðîèçâîä äîáèâàìå

cos∡(⃗a, b⃗) =
a⃗ · b⃗
|⃗a||⃗b|

=
2

3
√
30
,

îäíîñíî: ∡(⃗a, b⃗) = arccos
2

3
√
30
.

Çàäà÷à 21. Íàjäè åäèíå÷åí âåêòîð øòî ëåæè âî xoz-ðàìíèíàòà è å çàåìíî íîð-

ìàëåí ñî âåêòîðîò v⃗ = [ 2 4 1 ]T .

Ðåøåíèå. Íåêà x⃗ = [ x1 x2 x3 ]T å áàðàíèîò âåêòîð. Áèäåj�êè âåêòîðîò x⃗ ëåæè

âî xoz-ðàìíèíàòà, òîj å íîðìàëåí ñî âåêòðîò e⃗2 = [ 0 1 0 ], îäíîñíî íèâíèîò

ñêàëàðåí ïðîèçâîä å 0. Òàêà èìàìå:
|x⃗| = 1

x⃗ · e⃗2 = 0

x⃗ · v⃗ = 0

⇐⇒


x21 + x22 + x23 = 1

x2 = 0

2x1 + 4x2 + x3 = 0

,

øòî ñå ñâåäóâà íà ðàâåíêàòà x21 + (−2x1)
2 = 1. Çíà÷è, x1 = 1/

√
5 èëè x1 =

−1/
√
5. Ñîîäâåòíî, x3 = −2/

√
5 èëè x3 = 2/

√
5. Çàêëó÷óâàìå äåêà âåêòîðèòå:

x⃗′ = [ 1
√
5 0 −2/

√
5 ]T è x⃗′′ = [ −1

√
5 0 2/

√
5 ]T ãî çàäîâîëóâààò óñëîâîò íà

çàäà÷àòà. Óøòå ïîâå�êå, âåêòîðèòå x⃗′ è x⃗′′ ñå êîëèíåàðíè, ñî åäíàêîâ ìîäóë è ñå

ñïðîòèâíî íàñî÷åíè.

Çàäà÷à 22. Ïðåñìåòàj ãî ñêàëàðíèîò ïðîèçâîä íà âåêòîðèòå: v⃗1 = a⃗ − 2⃗b è v⃗2 =

3a⃗− b⃗, êàäå øòî |⃗a | = 1, |⃗b | = 2 è ∡(⃗a, b⃗ ) = π/4.

Ðåøåíèå. Íàjïðâî ïðåñìåòóâàìå äåêà a⃗ · b⃗ = |⃗a ||⃗b | cos π4 =
√
2. Îòòóêà,

v⃗1 · v⃗2 = (⃗a− 2⃗b)(3a⃗− b⃗) = 3a⃗ · a⃗− a⃗ · b⃗− 6⃗b · a⃗+ 2⃗b · b⃗

= 3|⃗a |2 − 7a⃗ · b⃗+ 2|⃗b |2 = 11− 7
√
2.
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Çàäà÷à 23. Íåêà a⃗ = p⃗ + 3q⃗, b⃗ = 7p⃗ − 5q⃗, c⃗ = p⃗ − 4q⃗ è d⃗ = 7p⃗ − 2q⃗. Àêî a⃗ ⊥ b⃗ è

c⃗ ⊥ d⃗, òîãàø ïðåñìåòàj ãî àãîëîò ìå�ãó p⃗ è q⃗.

Ðåøåíèå. Óñëîâèòå a⃗ ⊥ b⃗ è c⃗ ⊥ d⃗ èìïëèöèðààò a⃗ · b⃗ = 0 è c⃗ · d⃗ = 0. Îä äðóãà

ñòðàíà, èìàìå:

a⃗ · b⃗ = (p⃗+ 3q⃗)(7p⃗− 5q⃗) = 7|p⃗ |2 + 16p⃗ · q⃗ − 15|q⃗ |2, (2.2.3)

c⃗ · d⃗ = (p⃗− 4q⃗)(7p⃗− 2q⃗) = 7|p⃗ |2 − 30p⃗ · q⃗ + 8|q⃗ |2, (2.2.4)

Îä ðàâåíêèòå (2.2.3) è (2.2.4) ñëåäóâà:

0 = 7|p⃗ |2 + 16p⃗ · q⃗ − 15|q⃗ |2 = 7|p⃗ |2 − 30p⃗ · q⃗ + 8|q⃗ |2,

îä êàäå øòî äîáèâàìå p⃗ · q⃗ = |q⃗ |2/2. Çàìåíóâàj�êè ãî îâà âî åäíà îä ðàâåíêèòå

(2.2.3) è (2.2.4), çàêëó÷óâàìå äåêà |p⃗ | = |q⃗ |. Çà áàðàíèîò àãîë èìàìå

cos∡(p⃗, q⃗) =
p⃗ · q⃗
|p⃗ ||q⃗ |

=
1/2|q⃗ |2

|q⃗ |2
=

1

2
,

îäíîñíî: ∡(p⃗, q⃗ ) = π/3.

Íåêà âåêòîðîò b⃗ ãî çàïèøåìå êàêî çáèð îä äâà âåêòîðè b⃗1 + b⃗2 òàêà øòî b⃗1

å ïàðàëåëåí ñî âåêòîðîò a⃗ è b⃗2 ⊥ a⃗. Çà âåêòîðîò b⃗1 âåëèìå äåêà å îðøî�îíàëíà

èðîåêöèjà, proja⃗b⃗, íà âåêòîðîò b⃗ âðç âåêòîðîò a⃗.

Çà îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèjà âàæè:

proja⃗b⃗ =
a⃗ · b⃗
a⃗ · a⃗

a⃗. (2.2.5)

Çàäà÷à 24. Íåêà a⃗ = [ 0 1 −3 ]T è B⃗ = [ 2 −1 5 ]T . Îïðåäåëè:

à) proja⃗b⃗;

á) proj2a⃗b⃗;

â) proja⃗3⃗b.

Ðåøåíèå.Oä ïðåòõîäíàòà ôîðìóëà èìàìå:

à) proja⃗b⃗ =
a⃗ · b⃗
a⃗ · a⃗

a⃗ =
−16

10
a⃗ = −8

5
a⃗;

á) proj2a⃗b⃗ =
2a⃗ · b⃗
4a⃗ · a⃗

2a⃗ =
−16

10
a⃗ = −8

5
a⃗ = proja⃗b⃗;

â) proja⃗3⃗b =
a⃗ · 3⃗b
a⃗ · a⃗

a⃗ = 3
−16

10
a⃗ = −8

5
a⃗ = 3proja⃗b⃗.
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Îâîj ïàðàãðàô ãî çàâðøóâàìå ñî äâå îñíîâíè ñâîjñòâà íà îðòîãîíàëíàòà ïðî-

åêöèjà, ñî íàïîìåíà äåêà âòîðîòî îä äîëóíàâåäåíèòå ñâîjñòâà ñå êîðèñòè ïðè äî-

êàæóâà»å íà äèñòðèáóòèâíîñòà íà ñêàëàðíèîò ïðîèçâîä âî îäíîñ íà ñîáèðà»åòî:

(i) proja⃗k · b⃗ = k · proja⃗b⃗;

(ii) proja⃗(⃗b1 + b⃗2) = proja⃗b⃗1 + proja⃗b⃗2.

2.3 Âåêòîðñêè ïðîèçâîä

Âåêøîðñêè èðîèçâîg íà äâà íåíóëòè âåêòîða a⃗ è b⃗ å âåêòîðîò c⃗ ñî ñëåäíèòå

êàðàêòåðèçèðà÷êè ñâîjñòâà:

1) |⃗c| = |⃗a ||⃗b | sin∡(⃗a, b⃗ ),

2) c⃗ ⊥ a⃗ è c⃗ ⊥ b⃗,

3) a⃗, b⃗, c⃗ ôîðìèðààò äåñíà òðîjêà âåêòîðè (ðåëàòèâíàòà ïîñòàâåíîñò âî ïðîñòî-

ðîò èì å êàêî íà ïàëåö, ïîêàçàëåö è ñðåäåí ïðñò îä äåñíàòà ðàêà). Âèäè

jà ñëèêàòà 2.3. Çà âåêòîðñêèîò ïðîèçâîä c⃗ íà âåêòîðèòå a⃗ è b⃗ jà êîðèñòèìå

îçíàêàòà c⃗ = a⃗× b⃗.

Äîêîëêó áàðåì åäåí îä âåêòîðèòå a⃗ è b⃗ å íóëòèîò âåêòîð, òîãàø ïî äåôèíèöèjà

a⃗× b⃗ = 0⃗. Îä ñàìàòà äåôèíèöèjà çà âåêòîðñêè ïðîèçâîä íà äâà âåêòîðè ñëåäóâààò:

Îñíîâíè ñâîjñòâà:

i) a⃗× a⃗ = 0⃗;

ii) b⃗× a⃗ = −a⃗× b⃗;

iii) k(⃗a× b⃗ ) = (ka⃗ )× b⃗ = a⃗× (k⃗b ), k ∈ R;

iv) a⃗× (⃗b+ c⃗ ) = a⃗× b⃗+ a⃗× c⃗ è (⃗a+ b⃗ )× c⃗ = a⃗× c⃗+ b⃗× c⃗.

Êîîðäèíàòíà ôîðìà. Âåêòîðñêè ïðîèçâîä íà âåêòîðèòå

a⃗ = [ a1 a2 a3 ]T è b⃗ = [ b1 b2 b3 ]T
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Ñëèêà 2.3: Âåêòîðîò c⃗ å âåêòîðñêè ïðîèçâîä íà âåêòîðèòå a⃗ è b⃗.

å âåêòîðîò:

c⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣ , (2.3.1)

êàäå øòî i⃗, j⃗, k⃗ ñå åäèíå÷íè âåêòîðè ñî èñò ïðàâåö è íàñîêà êàêî ïîçèòèâíèòå

x, y, z-îñêè, ñîîäâåòíî. �Êå äîêàæåìå äåêà îä äåôèíèöèjàòà çà âåêòîðñêè ïðîèçâîä

âî êîîðäèíàòíà ôîðìà òîj ñå ñâåäóâà íà îáëèêîò (2.3.1). Íàâèñòèíà,

a⃗ = [ a1 a2 a3 ]T = a1⃗i+ a2j⃗ + a3k⃗,

b⃗ = [ b1 b2 b3 ]T = b1⃗i+ b2j⃗ + b3k⃗,

îä êàäå øòî äîáèâàìå:

[ a1 a2 a3 ]T × [ b1 b2 b3 ]T = (a1⃗i+ a2j⃗ + a3k⃗ )× (b1⃗i+ b2j⃗ + b3k⃗ )

= a1b1 i⃗× i⃗+ a1b2 i⃗× j⃗ + a1b3 i⃗× k⃗

+ a2b1 j⃗ × i⃗+ a2b2 j⃗ × j⃗ + a2b3 j⃗ × k⃗

+ a3b1 k⃗ × i⃗+ a3b2 k⃗ × j⃗ + a3b3 k⃗ × k⃗

= (a1b2 − a2b1) i⃗× j⃗ + (a1b3 − a3b1) i⃗× k⃗ + (a2b3 − a3b2) j⃗ × k⃗.
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Âåêòîðèòå i⃗, j⃗, k⃗ ôîðìèðààò äåñíà òðîjêà, ïà âàæè:

i⃗× j⃗ = k⃗, i⃗× k⃗ = −k⃗ × i⃗ = −j⃗, j⃗ × k⃗ = i⃗. (2.3.2)

Êîíå÷íî äîáèâàìå:

a⃗× b⃗ = (a1b2 − a2b1) k⃗ − (a1b3 − a3b1) j⃗ + (a2b3 − a3b2) i⃗,

øòî å ðàçâîj ïî ïðâà ðåäèöà íà äåòåðìèíàíòàòà âî ðàâåíêàòà (2.3.1).

Àíàëîãíà òåõíèêà ìîæå äà ñå êîðèñòè çà äîêàæóâà»å íà êîîðäèíàòíàòà ôîðìà

íà ñêàëàðåí ïðîèçâîä.

Çàäà÷à 25. Íàjäè âåêòîð êîjøòî å çàåìíî íîðìàëåí ñî âåêòîðèòå

a⃗ = [ 2 −3 1 ]T è b⃗ = [ −1 4 3 ]T .

Ðåøåíèå.Îä äåôèíèöèjàòà çà âåêòîðñêè ïðîèçâîä èìàìå äåêà a⃗×b⃗ ⊥ a⃗ è a⃗×b⃗ ⊥ b⃗.

Îòòàìó, åäåí îä âåêòîðèòå êîè ãî çàäîâîëóâààò óñëîâîò íà çàäà÷àòà å

c⃗ = a⃗× b⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

2 −3 1

−1 4 3

∣∣∣∣∣∣∣ = [ −13 −7 5 ]T .

Äà çàáåëåæèìå äåêà ñèòå âåêòîðè ïàðàëåëíè ñî âåêòîðîò c⃗ ãè èñïîëíóâààò óñëî-

âèòå íà çàäà÷àòà. Âñóøíîñò, äîêîëêó a⃗ è b⃗ íå ñå ïàðàëåëíè, òîãàø ñåêîj âåêòîð

øòî å çàåìíî íîðìàëåí è ñî a⃗ è ñî b⃗, å ïàðàëåëåí ñî a⃗× b⃗.

Çàäà÷à 26. Äàäåíè ñå âåêòîðèòå: a⃗ = [ 2 2 −1 ]T è b⃗ = [ 0 1 0 ]T . Äà ñå

îïðåäåëè âåêòîð x⃗, òàêîâ øòî x⃗ · a⃗ = 1 è x⃗× b⃗ = [ −1 0 −1 ]T .

Ðåøåíèå. Íåêà x⃗ = [ x1 x2 x3 ]T . Îä óñëîâîò íà çàäà÷àòà èìàìå:

{
x⃗ · a⃗ = 1

x⃗× b⃗ = [ −1 0 1 ]T
⇐⇒



2x1 + 2x2 − x3 = 1

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

x1 x2 x3

0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣ =

 −1

0

1



⇐⇒


2x1 + 2x2 − x3 = 1 −x3

0

x1

 =

 −1

0

1


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⇐⇒


2x1 + 2x2 − x3 = 3

x3 = 1

x1 = 1

.

Äîáèâàìå: x⃗ = [ 1 1 1 ]T .

Âåêòîðñêèîò ïðîèçâîä íà âåêòîðè âî R3 èëè R2 èìà ñâîjà ãåîìåòðèñêà èíòåðïðå-

òàöèjà. Èìåíî,

Ìîäóëîò îä âåêòîðñêèîò ïðîèçâîä íà äâà âåêòîða a⃗ è b⃗ å åäíàêîâ íà ïëîø-

òèíàòà íà ïàðàëåëîãðàìîò øòî ãî îïðåäåëóâààò òèå âåêòîðè.

Çàäà÷à 27. Ïðåñìåòàj jà ïëîøòèíàòà íà òðèàãîëíèê ÷èè òåìè»à ñå òî÷êèòå

A(1, 4, 1), B(2, 1, 3) è C(7, 2, 0). Ïðåñìåòàj jà äîëæèíàòà íà âèñèíàòà âî òðèàãîë-

íèêîò ñïóøòåíà îä òåìåòî C.

Ðåøåíèå. Ïëîøòèíàòà íà òðèàãîëíèê ìîæå ñå ïðåñìåòà ñî ôîðìóëàòà P =
1

2
chc

êàäå øòî c e (äîëæèíà íà) ñòðàíàòà c, a hc e (äîëæèíà íà) âèñèíàòà ñïóøòåíà

îä òåìåòî C êîí ñòðàíàòà c. Èñòî òàêà, ïëîøòèíàòà P íà òðèàãîëíèêîò ABC ñå

ïðåñìåòóâà ñî ôîðìóëàòà P =
1

2
bc sinφ êàäå øòî b, c ñå äîëæèíèòå íà äâå ñòðàíè

îä òðèàãîëíèêîò, à φ å àãîëîò øòî ãî çàôà�êààò òèå äâå ñòðàíè.

Îä äåôèíèöèjàòà íà âåêòîðñêè ïðîèçâîä èìàìå:

|
−−→
AB ×

−→
AC| = |

−−→
AB||

−→
AC| sin∡(

−−→
AB,

−→
AC) = 2P (2.3.3)

Ãè ïðåñìåòóâàìå
−−→
AB è

−→
AC.

−−→
AB = [ 1 −3 2 ]T ,
−→
AC = [ 6 −2 −1 ]T ,

îä êàäå øòî:

P =
1

2
|
−−→
AB ×

−→
AC| = 1

2

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

1 −3 2

6 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣ =

1

2

∣∣∣∣∣∣∣
 7

13

16


∣∣∣∣∣∣∣ =

√
474

2
.

Îä ïðâàòà ôîðìóëà çà ïëîøòèíà íà òðèàãîëíèê èìàìå P =
1

2
|
−−→
AB|hc, êàäå hc å

äîëæèíàòà íà âèñèíàòà ñïóøòåíà îä òåìåòî C.

Êîíå÷íî, hc =
2P

|
−−→
AB|

=

√
474√
14

=

√
237

7
.



2.4. ÌÅØÀÍ ÏÐÎÈÇÂÎÄ 27

Çàäà÷à 28. Ïðåñìåòàj |⃗a × 2⃗b | àêî |⃗a | = 6, |⃗b| = 5 è àãîëîò ïîìå�ãó îâèå äâà

âåêòîðè å π/4.

Ðåøåíèå.|⃗a× 2⃗b | = |⃗a ||2⃗b | sin∡(⃗a, 2⃗b ) = 2|⃗a ||⃗b | sin∡(⃗a, b⃗ ) = 60 sin π
4 = 30

√
2.

2.4 Ìåøàí ïðîèçâîä

Ïîä ìåøàí èðîèçâîg íà òðè âåêòîðè a⃗, b⃗ è c⃗ ñå ïîäðàçáèðà ðåàëåí áðîj, ãî

îçíà÷óâàìå ñî (⃗a, b⃗, c⃗), îïðåäåëåí êàêî ñêàëàðåí ïðîèçâîä íà âåêòîðèòå a⃗ × b⃗ è c⃗,

ò.å.:

(⃗a, b⃗, c⃗) = (⃗a× b⃗) · c⃗. (2.4.1)

Êîîðäèíàòíà ôîðìà. Íåêà a⃗ =

 a1

a2

a3

 , b⃗ =

 b1

b2

b3

 è c⃗ =

 c1

c2

c3

. Òîãàø
ìåøàíèîò ïðîèçâîä (⃗a, b⃗, c⃗) å åäíàêîâ íà äåòåðìèíàíòàòà:∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣ . (2.4.2)

Èìåíî, îä äåôèíèöèjàòà íà ìåøàí ïðîèçâîä è êîîðäèíàòíèòå ôîðìè íà âåêòîðñêè

è ñêàëàðåí ïðîèçâîä ñëåäóâà äåêà:

(⃗a× b⃗) · c⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣ ·
 c1

c2

c3

 =

∣∣∣∣∣∣∣
c1 c2 c3

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣ . (2.4.3)

Ñî ïðèìåíà íà ñâîjñòâàòà íà äåòåðèíàíòè (ìåíóâà»å íà ðåäîñëåäîò íà ðåäèöèòå

äâà ïàòè) ñå äîáèâà ôîðìóëàòà (2.4.2).

2.5 Ãåîìåòðèñêà èíòåðïðåòàöèjà íà äåòåðìèíàòè îä âòîð

è òðåò ðåä

(i) Âîëóìåíîò íà ïàðàëåëîïèïåäîò êîíñòðóèðàí íàä âåêòîðèòå a⃗, b⃗ è c⃗

èçíåñóâà |(⃗a, b⃗, c⃗)|.

(ii) Âåêòîðèòå a⃗, b⃗ è c⃗ ñå êîìïëàíàðíè (íàíåñåíè âî èñòà òî÷êà �êå ëåæàò

âî åäíà ðàìíèíà) àêî è ñàìî àêî (⃗a, b⃗, c⃗) = 0.
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Ñâîjñòâîòî (ii) å äèðåêòíà ïîñëåäèöà îä ñâîjñòâîòî (i). Ñâîjñòâîòî (i) äàâà

ãåîìåòðèñêà èíòåðïðåòàöèjà íà äåòåðìèíàíòè îä âòîð è îä òðåò ðåä, êàêî ïëîø-

òèíà è âîëóìåí, ñîîäâåòíî. Îâà ñëåäóâà îä ôîðìóëàòà çà ïðåñìåòóâà»å âîëóìåí

íà ïàðàëåëîïèïåä, îäíîñíî V = BH, êàäå øòî B å ïëîøòèíàòà íà îñíîâàòà, à H

å âèñèíàòà íà ïàðàëåëîïèïåäîò. Îä ãåîìåòðèñêàòà èíòåðïðåòàöèjà íà âåêòîðñêè

ïðîèçâîä, B = |⃗a× b⃗|. Çà âèñèíàòà äîáèâàìå H = |⃗c || cosφ| (âèäè jà ñëèêàòà 2.4),

êàäå φ å àãîëîò øòî c⃗ ãî çàôà�êà ñî a⃗× b⃗. Òàêà, çà âîëóìåíîò íà ïàðàëåëîïèïåäîò

äîáèâàìå V = |⃗a× b⃗||⃗c || cosφ| = |(⃗a× b⃗) · c⃗ |.
Íåêà a⃗ = [ a1 a2 ]T è b⃗ = [ b1 b2 ]T ñå äâà âåêòîðà âî R2. Òîãàø, ìîäó-

ëîò íà íèâíèîò âåêòîðñêè ïðîèçâîä å åäíàêîâ íà ïëîøòèíàòà íà ïàðàëåëîãðàìîò

ôîðìèðàí îä a⃗ è b⃗. Âåêòîðèòå ìîæåìå äà ãè çàïèøåìå êàêî a⃗ = [ a1 a2 0 ]T è

b⃗ = [ b1 b2 0 ]T , îäíîñíî

|⃗a× b⃗| =

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

a1 a2 0

b1 b2 0

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ · |⃗k| =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ .

Ñëåäñòâåíî, àïñîëóòíàòà âðåäíîñò íà äåòåðìèíàíòà îä òðåò ðåä å åäíàêâà íà âîëó-

Ñëèêà 2.4: Ìåøàí ïðîèçâîä (⃗a, b⃗, c⃗)

ìåíîò íà ïàðàëåëîïèïåäîò êîíñòðóèðàí íàä âåêòîð-êîëîíèòå (ðåäèöèòå) îä äåòåð-

ìèíàíòàòà. Îä äðóãà ñòðàíà, àïñîëóòíàòà âðåäíîñò íà äåòåðìèíàíòà îä âòîð ðåä
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ïðåòñòàâóâà ïëîøòèíàòà íà ïàðàëåëîãðàìîò êîíñòðóèðàí íàä âåêòîð-êîëîíèòå

(ðåäèöèòå) íà òàà äåòåðìèíàíòà.

Çàäà÷à 29. Òî÷êèòå A(2, 0, 0), B(0, 3, 0), C(0, 0, 6) è D(2, 3, 8) ñå òåìè»à íà òðèà-

ãîëíà ïèðàìèäà (òåòðàåäàð).

à) Ïðåñìåòàj ãî âîëóìåíîò íà òàà ïèðàìèäà;

á) Ïðåñìåòàj jà âèñèíàòà íà ïèðàìèäàòà ñïóøòåíà îä òåìåòî D.

Ðåøåíèå. à) Âîëóìåíîò V íà ïèðàìèäàòà ñå ïðåñìåòóâà ïî ôîðìóëàòà V =
1

6
|(
−−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD)|. (Çîøòî?) Ãè ïðåñìåòóâàìå âåêòîðèòå:

−−→
AB =

 −2

3

0

 , −→AC =

 −2

0

6

 , −−→AD =

 0

3

8

 ,
îä êàäå øòî

(
−−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD) =

∣∣∣∣∣∣∣
−2 3 0

−2 0 6

0 3 8

∣∣∣∣∣∣∣ = 84.

Äîáèâàìå: V = 14.

á) Îä âðñêàòà V =
BH

3
, êàäå øòî B èH ñå ïëîøòèíàòà íà îñíîâàòà è âèñèíàòà

íà ïèðàìèäàòà ñîîäâåòíî, äîáèâàìå H =
3V

B
. Çà äà ja íàjäåìå B ãî ïðåñìåòóâàìå

ìîäóëîò íà âåêòîðîò
−−→
AB ×

−→
AC =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

−2 3 0

−2 0 6

∣∣∣∣∣∣∣ =

 18

12

6

 , îä êàäå øòî B =

1

2
|
−−→
AB ×

−→
AC| = 3

√
14 (âèäè jà ðàâåíêàòà (2.3.3)). Êîíå÷íî, H =

3 · 14
3
√
14

=
√
14.

Çàäà÷à 30. Âåêòîðèòå a⃗ =

 α

1

1

 , b⃗ =
 1

α

1

 , è c⃗ =
 1

1

α

 , ñå íîñå÷êè ðàáîâè

íà ïàðàëåëîïèïåä. Ïðåñìåòàj ãî íåãîâèîò âîëóìåí. Ïðåñìåòàj jà âèñèíàòà øòî å

íîðìàëíà íà âåêòîðèòå a⃗ è b⃗. Çà êîjà âðåäíîñò íà α âåêòîðèòå a⃗, b⃗, c⃗ ñå êîìïëà-

íàðíè?

Ðåøåíèå. Çàäà÷àòà å àíàëîãíà íà ïðåòõîäíàòà è çàòîà jà îñòàâàìå íà ÷èòàòåëîò.

Çàäà÷à 31. Íåêà a⃗ è b⃗ ñå åäèíå÷íè âåêòîðè øòî çàôà�êààò àãîë π/4. Ïðåñìåòàj

ãî âîëóìåíîò íà ïàðàëåëîïèïåäîò øòî ãî ôîðìèðààò âåêòîðèòå a⃗, a⃗− b⃗ è a⃗× b⃗.
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Ðåøåíèå. Áàðàíèîò âîëóìåí å åäíàêîâ íà àïñîëóòíàòà âðåäíîñò îä ìåøàíèîò

ïðîèçâîä íà âåêòîðèòå a⃗, a⃗− b⃗ è a⃗× b⃗, ò.å.:

V = |(⃗a, a⃗− b⃗, a⃗× b⃗ )|.

Ïðâî ïðåñìåòóâàìå: |⃗a× b⃗ | = |⃗a ||⃗b | cos∡(⃗a, b⃗ ) =
√
2

2
. Ñëåäíî, jà êîðèñòèìå äåôè-

íèöèjàòà íà ìåøàí ïðîèçâîä (2.4.2) è äîáèâàìå:

V =
∣∣∣((a⃗× (⃗a− b⃗ )

)
· (⃗a× b⃗ )

)∣∣∣ = |(⃗a× a⃗− a⃗× b⃗ ) · (⃗a× b⃗ )| = |⃗a× b⃗ |2 = 1

2
.

2.6 Äîïîëíèòåëíè çàäà÷è

Çàäà÷à 32. Êàêâà ìå�ãóñåáíà ïîëîæáà ìîðà äà èìààò âåêòîðèòå a⃗ è b⃗ çà äà âàæè:

à) |⃗a+ b⃗ | = |⃗a− b⃗ |; á) |⃗a|+ |⃗b | = |⃗a− b⃗ |; â) |⃗a+ b⃗ | = |⃗a | − |⃗b | ?

Çàäà÷à 33. Îïðåäåëè àãîëîò ìå�ãó âåêòîðèòå:

a) a⃗ = [ 1 0 0 ]T è b⃗ = [ 0 2 2 ]T ;

á) a⃗ = [ 1 1 ]T è b⃗ = [ 1 −1 ]T ,

è îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèjà íà a⃗ âðç b⃗.

Çàäà÷à 34. Íåêà A(1, 2, 3) è B(3, 2, 2) ñå äâå ñîñåäíè òåìè»à íà ïàðàëåëîãðàì

ABCD, ÷èè äèjàãîíàëè ñå ñå÷àò âî òî÷êàòà O(1, 1, 7). Îïðåäåëè ãè îñòàíàòèòå

òåìè»à íà ïàðàëåëîãðàìîò, íåãîâèòå âèñèíè è ïëîøòèíà. Îïðåäåëè ãè è àãëèòå

íà ïàðàëåëîãðàìîò.

Çàäà÷à 35. Íåíóëòèòå âåêòîðè x⃗ è y⃗ ñå îðòîãîíàëíè. Çà êîjà âðåäíîñò íà ïàðà-

ìåòàðîò c âåêòîðèòå x⃗+ cy⃗ è x⃗+ y⃗ çàôà�êààò ïðàâ àãîë?

Çàäà÷à 36. Ïðåñìåòàj a⃗ b⃗+ a⃗ c⃗+ b⃗ c⃗, àêî a⃗+ b⃗+ c⃗ = 0⃗.

Çàäà÷à 37. Ïðîâåðè äàëè âåêòîðèòå a⃗, b⃗, c⃗ ëåæàò âî èñòà ðàìíèíà:

a) a⃗ = [ 2 3 −1 ]T , b⃗ = [ 1 −1 3 ]T è c⃗ = [ 1 4 −4 ]T ;

á) a⃗ = [ 1 0 −1 ]T , b⃗ = [ 1 1 0 ]T è c⃗ = [ 1 1 1 ]T . Äàëè âåêòîðèòå a⃗, b⃗, c⃗

ôîðìèðààò ïàðàëåëîïèïåä? Àêî ôîðìèðààò, êîëêó å íåãîâèîò âîëóìåí?

Çàäà÷à 38. Òî÷êèòå A(1, 2,−4), B(2, 0,−1) è C(1, 1, 2) ñå òåìè»à íà òðèàãîëíà

ïèðàìèäà. ×åòâðòîòî òåìå D ëåæè íà oz-îñêàòà. Îïðåäåëè ãè êîîðäèíàòèòå íà

òî÷êàòà D àêî ñå çíàå äåêà âîëóìåíîò íà òåòðàåäàðîò èçíåñóâà 1. Íàjäè jà âèñè-

íàòà ñïóøòåíà îä òåìåòî D.
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Çàäà÷à 39. Íàjäè:

à) Âåêòîð ïàðàëåëåí ñî âåêòîðîò [ 1 1 −1 ]T ;

á) Åäèíå÷åí âåêòîð êîj èìà èñòà íàñîêà ñî âåêòîðîò [ 1 −1 1 ]T ;

â) Åäèíå÷åí âåêòîð êîj èìà ñïðîòèâíà íàñîêà ñî âåêòîðîò [ 1 −1 1 ]T ;

ã) Âåêòîð íîðìàëåí íà [ 1 −1 1 ]T ;

ä) Åäèíå÷åí âåêòîð êîj ëåæè âî XOY ðàìíèíàòà è å íîðìàëåí íà [ 1 2 3 ]T ;

�ã) Åäèíå÷åí âåêòîð êîj ëåæè âî Y OZ ðàìíèíàòà è å íîðìàëåí íà [ 0 1 2 ]T .

Çàäà÷à 40. Ïðîâåðè äàëè òî÷êèòå A(1, 1,−1), B(3, 4, 6), C(2,−2, 1) è D(1, 3, 2)

ôîðìèðààò òåòðàåäàð.

Çàäà÷à 41. Ïðåñìåòàj ãî âîëóìåíîò íà ïèðàìèäàòà ñî òåìè»à

A(1, 3,−2), B(−3, 2, 0), C(4, 9,−5) è D(6, 7, 3).

Çàäà÷à 42. Âåêòîðèòå a⃗ è b⃗ èìààò äîëæèíà 5 è çàôà�êààò àãîë π/4. Íàjäè jà

ïëîøòèíàòà íà òðèàãîëíèê îïðåäåëåí ñî âåêòîðèòå a⃗+ 2⃗b è 3a⃗+ 2⃗b.

Çàäà÷à 43. Êàêîâ óñëîâ òðåáà äà èñïîëíóâààò âåêòîðèòå a⃗ è b⃗ çà ðàâåíêàòà a⃗ =

b⃗× x⃗ äà èìà ðåøåíèå? Êîëêó òàêâè ðåøåíèjà èìà?



Ãëàâà 3

Ìàòðèöè

3.1 Äåôèíèöèjà íà ìàòðèöè

Äåôèíèöèjà 1. Ìàøðèöà ñî gèìåíçèè m×n å òàáåëà îäm×n èñòîðîäíè îájåêòè
ðàñïîðåäåíè âî m ðåäèöè è n êîëîíè:

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 . . . amn

 ,
èëè íàêðàòêî: A = [aij ]m×n, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.

Îájåêòèòå aij ñå åëåìåíøè íà ìàøðèöàøà. Åëåìåíòèòå íàj÷åñòî ñå ðåàëíè èëè

êîìïëåêñíè áðîåâè. Ìàòðèöà ñî åäíà êîëîíà
a11

a21
...

am1


å âåêòîð. Ñåêîjà âàêâà ìàòðèöà óøòå jà íàðåêóâàìå è âåêøîð-êîëîíà èëè ñàìî

êîëîíà. Ñëè÷íî, ìàòðèöàòà [ a11 a12 . . . a1n ] ñå âèêà âåêøîð-ðågèöà èëè ñàìî

ðåäèöà. Çà ìàòðèöàòà A = [aij ]m×n è k = min{m,n}, åëåìåíòèòå

a11, a22, . . . , aii, . . . , akk

jà ôîðìèðààò �ëàâíàøà gèjà�îíàëà íà ìàòðèöàòà (òîà ñå åëåìåíòèòå aij ïðè i = j)

è ñå íàðåêóâààò gèjà�îíàëíè åëåìåíøè. Äîêîëêó ìàòðèöàòà èìà åäíàêîâ áðîj íà

32
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ðåäèöè è êîëîíè (îäíîñíî âàæè m = n), âåëèìå äåêà å êâàgðàøíà. Ñåêîjà ìàòðèöà

êàj êîjà ñèòå åëåìåíòè íàäâîð îä ãëàâíàòà äèjàãîíàëà ñå 0 å gèjà�îíàëíà ìàøðèöà.

Îä ïîñåáåí èíòåðåñ ñå ìàòðèöèòå êàj êîè ñèòå åëåìåíòè ïîä ãëàâíàòà äèjàãîíàëà

ñå åäíàêâè íà 0. Âàêâèòå ìàòðèöè ãè íàðåêóâàìå �îðíî-øðèà�îëíè. Àíàëîãíî ñå

äåôèíèðààò è gîëíî-øðèà�îëíè ìàòðèöè.

Çàäà÷à 44. Äàäåíè ñå ìàòðèöèòå: A =

 1 0 0

0 3 0

0 0 3

, B =

 1 0 0

2 3 0

1 0 3

 è C =

 1 2 7

0 3 4

0 0 3

. Îä êîj îáëèê ñå?

Ðåøåíèå. Ñèòå òðè ìàòðèöè ñå îä îáëèê 3× 3. Ìàòðèöàòà A å äèjàãîíàëíà, B å

äîëíî-òðèàãîëíà, à C å ãîðíî-òðèàãîëíà.

3.2 Îïåðàöèè ñî ìàòðèöè è ñâîjñòâà

Äåôèíèöèjà 2. Çà äâå ìàòðèöè A è B âåëèìå äåêà ñå ågíàêâè äîêîëêó èìà-

àò èñòè äèìåíçèè è ñîîäâåòíèòå åëåìåíòè èì ñå åäíàêâè. Ñî äðóãè çáîðîâè, ðà-

âåíñòâîòî Am×n = Bp×q ïîäðàçáèðà äåêà m = p, n = q è aij = bij çà ñèòå

i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

Äåôèíèöèjà 3. Îïåðàöèjàòà èðîèçâîg íà ìàòðèöà A ñî ñêàëàð k äàâà ìàòðèöà

kA, ìàòðèöà ñî èñòè äèìåíçèè ñî ìàòðèöàòà A è åëåìåíòè êîè ñå åëåìåíòèòå îä

ìàòðèöàòà A ïîìíîæåíè ñî ñêàëàðîò k, îäíîñíî:

kA = [kaij ]m×n.

Äåôèíèöèjà 4. Íåêà ìàòðèöàòà A å îä ðåä m × n, à ìàòðèöàòà B å îä ðåä

p× q. Îïåðàöèjàòà çδèð A+B å äåôèíèðàíà ñàìî äîêîëêó m = p è n = q, îäíîñíî

êîãà ìàòðèöèòå èìààò èñòè äèìåíçèè. Âî ïîòâðäåí ñëó÷àj, ðåçóëòàòîò å ìàòðèöàòà

C = [aij + bij ]m×n. Jà êîðèñòèìå îçíàêàòà C = A+B.

Çàäà÷à 45. Äàäåíè ñå ìàòðèöèòå: A =

 1 3 0

0 3 4

1 2 3

, B =

[
1 0 0

2 3 0

]
è C =

[
1 2 7

0 0 3

]
. Ïðåñìåòàj: 2A, A+B, B + C è 3B − 2C.
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Ðåøåíèå.

2A =

 2 6 0

0 6 8

2 4 6

 , B + C =

[
2 2 7

2 3 3

]
, 2B − 3C =

[
−1 −6 −21

4 6 −9

]
.

Çáèðîò A+B íå ïîñòîè áèäåj�êè ìàòðèöèòå A è B èìààò ðàçëè÷íè äèìåíçèè.

Äåôèíèöèjà 5. Òðàíñèîíèðàíà ìàøðèöà íà ìàòðèöà

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 . . . amn

 ,

å ìàòðèöàòà:

AT =


a11 a21 . . . am1

a12 a22 . . . am2

...
...

. . .
...

a1n a2n . . . amn

 .

Î÷èãëåäíî, òðàíñïîíèðàíàòà ìàòðèöà ñå äîáèâà òàêà øòî ñåêîjà ðåäèöà �êå ãî

çàìåíè ìåñòîòî ñî ñîîäâåòíàòà êîëîíà. Ñêðàòåíî, AT = [aji]n×m êîãà A = [aij ]m×n.
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Íåêà ìàòðèöèòå A, B è C èìààò äèìåíçèjà m× n. Çà îïåðàöèèòå ìíîæå»å

ñî ñêàëàð è ñîáèðà»å íà ìàòðèöè âàæàò ñëåäíèòå ñâîjñòâà:

(i) Ñîáèðà»åòî ìàòðèöè å êîìóòàòèâíà îïåðàöèjà, îäíîñíî

A+B = B +A.

(ii) Ñîáèðà»åòî ìàòðèöè å àñîöèjàòèâíà îïåðàöèjà, îäíîñíî

(A+B) + C = A+ (B + C).

(iii) a(A+B) = aA+ aB, çà ïðîèçâîëåí ñêàëàð a.

(iv) (a+ b)A = aA+ bA, çà ïðîèçâîëíè ñêàëàðè a è b.

(v) Íåêà O = Om×n å ìàòðèöà ÷èè åëåìåíòè ñå ñèòå åäíàêâè íà 0. Òîãàø,

A+O = O +A = A. Ìàòðèöàòà O ñå íàðåêóâà íóëøà ìàøðèöà.

(vi) (ab)A = a(bA), çà ïðîèçâîëíè ñêàëàðè a è b.

(vii) A+ (−A) = O.

(viii) (A+B)T = AT +BT , (aA)T = aAT , çà ïðîèçâîëåí ñêàëàð a.

(ix) (AT )T = A.

Çàäà÷à 46. Äàäåíè ñå ìàòðèöèòå: A =

 1 −2 4

0 3 2

1 5 3

, B =

[
1 2 3

1 0 3

]
è C =

 1

3

0

. Ïðåñìåòàj ãè ìàòðèöèòå AT , BT è CT .

Ðåøåíèå. AT =

 1 0 1

−2 3 5

4 2 3

, BT =

 1 1

2 0

3 3

 è CT =
[
1 3 0

]
.

Äà çàáåëåæèìå äåêà äåôèíèöèjàòà íà òðàíñïîíèðàíà ìàòðèöà íè jà îïðàâäóâà

íîòàöèjàòà çà âåêòîðè êîjà jà âîâåäîâìå âî ãëàâàòà 2.

Äåôèíèöèjà 6. Íåêà ìàòðèöàòà A å îä ðåä m×n, à ìàòðèöàòà B å îä ðåä p× q.

Îïåðàöèjàòà èðîèçâîg AB å äåôèíèðàíà ñàìî äîêîëêó n = p. Âî ïîòâðäåí ñëó÷àj
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ðåçóëòàòîò å ìàòðèöà C = [cij ]m×q (ñî äèìåíçèjà m× q) çà êîjà:

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =
n∑
k=1

aikbkj , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ q.

Äà çàáåëåæèìå äåêà åëåìåíòîò cij å ñêàëàðåí ïðîèçâîä (äåôèíèðàí ñî (2.2.2))

íà i-òàòà âåêòîð-ðåäèöà îä ìàòðèöàòà A è j-òàòà âåêòîð-êîëîíà îä ìàòðèöàòà B.

Çàäà÷à 47. Íåêà A =

[
0 1

1 0

]
è B =

[
1 1

0 1

]
. Ïðåñìåòàj ãè ìàòðèöèòå AB è

BA.

Ðåøåíèå. Îä äåôèíèöèjàòà íà ïðîèçâîä íà ìàòðèöè ñå äîáèâà äåêà

AB =

[
0 1

1 1

]
, BA =

[
1 1

1 0

]
.

Çàáåëåæóâàìå äåêà âî îâîj ñëó÷àj AB ̸= BA. Îâà í�å âîäè äî ïðâîòî îä ñëåäíèòå

ñâîjñòâà íà îïåðàöèjàòà ïðîèçâîä íà ìàòðèöè:

(i) Ìíîæå»åòî íà ìàòðèöè íå å êîìóòàòèâíà îïåðàöèjà, îäíîñíî ïîñòîjàò

ìàòðèöè A è B, òàêâè øòî AB ̸= BA (âèäè jà çàäà÷àòà 47). Àêî

çà ìàòðèöèòå A è B âàæè AB = BA, òîãàø âåëèìå äåêà ìàòðèöèòå

êîìóøèðààø.

(ii) Ìíîæå»åòî íà ìàòðèöè å õîìîãåíà îïåðàöèjà, îäíîñíî çà ñåêîj ñêàëàð

k âàæè:

(kA)B = k(AB) = A(kB).

(iii) Çà ìíîæå»åòî íà ìàòðèöè âàæè äèñòðèáóòèâíèîò çàêîí îä ëåâî:

C(A+B) = CA+ CB

è îä äåñíî:

(A+B)C = AC +BC.
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(iv) Ìíîæå»åòî íà ìàòðèöè å àñîöèjàòèâíà îïåðàöèjà, îäíîñíî:

A(BC) = (AB)C.

(v) Òðàíñïîíèðàíàòà ìàòðèöà íà ïðîèçâîäîò íà äâå ìàòðèöè å ïðîèçâîä

íà äâåòå òðàíñïîíèðàíè ìàòðèöè âî îáðàòåí ðåäîñëåä, îäíîñíî:

(AB)T = BTAT .

Äîêàçîò íà ïðåòõîäíèòå ñâîjñòâà å äèðåêòíà ïîñëåäèöà îä äåôèíèöèjàòà íà ìàò-

ðèöà è íà îïåðàöèèòå íàä ìàòðèöè.

Çàäà÷à 48. Íàjäè ãè ìàòðèöèòå êîè êîìóòèðààò ñî ìàòðèöàòà:

A =

[
0 1

1 0

]
.

Ðåøåíèå. Íåêà ìàòðèöàòà X êîìóòèðà ñî ìàòðèöàòà A. Jàñíî å äåêà X å îä

îáëèê 2× 2, ò.å. X =

[
a b

c d

]
. Îä óñëîâîò AX = XA ñå äîáèâà

AX =

[
c d

a b

]
=

[
b a

d c

]
= XA.

Ñîãëàñíî óñëîâîò çà åäíàêâîñò íà ìàòðèöè äîáèâàìå äåêà: a = d è b = c. Çíà÷è,

ñèòå ìàòðèöè îä ìíîæåñòâîòî

{[
a b

b a

]
|a, b ∈ R

}
êîìóòèðààò ñî ìàòðèöàòà A.

Çà ñåêîjà êâàäðàòíà ìàòðèöàòà A = [aij ]n×n ìîæå äà ñå ïðåñìåòà gåøåðìèíàíøà

íà ìàøðèöàøà: èìåíî, äåòåðìèíàíòàòà íà áðîåâèòå aij , 1 ≤ i, j ≤ n. Çà äåòåðìè-

íàíòàòà íà ìàòðèöàòà A jà êîðèñòèìå îçíàêàòà det(A).

Çàäà÷à 49. Äàäåíè ñå ìàòðèöèòå: A =

[
1 2

1 3

]
è B =

[
0 1

2 1

]
. Ïðåñìåòàj ãè

äåòåðìèíàíòèòå det(A), det(B), det(AB).

Ðåøåíèå. Ñå äîáèâà äåêà: det(A) = 1, det(B) = −2.AB =

[
4 3

6 4

]
, ïà det(AB) =

−2 = 1 · (−2) = det(A)det(B).
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(vi) Íåêà A è B ñå êâàäðàòíè ìàòðèöè îä èñò ðåä. Òîãàø, âàæè:

det(AB) = det(A)det(B)

è çà ñåêîj n ∈ N,
det(A)n = (det(A))n.

Çàäà÷à 50. Ïðåñìåòàj ãè ìàòðèöèòå AB è AC àêî: A =

 1 0 −1

2 0 −2

0 1 1

, B =

 1 0

−1 0

0 1

 è C =

 0 1

0 −1

−1 0

.
Ðåøåíèå.

AB =

 1 · 1 + 0 · (−1) + (−1) · 0 1 · 0 + 0 · 0 + (−1) · 1
2 · 1 + 0 · (−1) + (−2) · 0 2 · 0 + 0 · 0 + (−2) · 1
0 · 1 + 1 · (−1) + 1 · 0 0 · 0 + 1 · 0 + 1 · 1

 =

 1 −1

2 −2

−1 1

 .

Àíàëîãíî ñå äîáèâà äåêà AC =

 1 −1

2 −2

−1 1

.
Äà çàáåëåæèìå äåêà âî ïîñëåäíèîò ïðèìåð ñå äîáèâà AB = AC, è ïîêðàj òîà

øòî: B ̸= C è A ̸= O. (Ìó ïðåïóøòàìå íà ÷èòàòåëîò äà ïðîâåðè äåêà det(A) = 0).

Îâà íè óêàæóâà äåêà âî îïøò ñëó÷àj ïðè îïåðàöèjàòà ìíîæå»å íà ìàòðèöè íå å

äîçâîëåíî äà ñå êðàòè ñî íåíóëòà êâàäðàòíà ìàòðèöà: ïðè A ̸= O è AB = AC íå å

ñåêîãàø òî÷íî äåêà B = C. Îä äðóãà ñòðàíà, ñïîìåíàòîòî ½êðàòå»å� å îïðàâäàíî

äîêîëêó det(A) ̸= 0. Äóñêóñèjàòà âî âðñêà ñî îâà �êå jà ïðîäîëæèìå âî ñëåäíàòà

ãëàâà.

Êâàäðàòíàòà ìàòðèöà In îä ðåä n (ò.å. äèìåíçèjà n× n) ÷èè åëåìåíòè ñå

aij =

{
1 , i = j

0 , i ̸= j
,

îäíîñíî:

In =


1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1

 ,
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ñå íàðåêóâà ågèíå÷íà (èëè èäåíòè÷íà) ìàòðèöà. Âî ëèòåðàòóðàòà ÷åñòî çà îâàà

ìàòðèöà ñå êîðèñòè è îçíàêàòà En. Àêî ðåäîò íà åäèíå÷íàòà ìàòðèöà å ïîçíàò,

èíäåêñîò ìîæå äà ñå èñïóøòè, ïà ïèøóâàìå ñàìî I. Jàñíî, det(In) = 1.

(vii) Çà ñåêîjà ìàòðèöà A îä äèìåíçèjà m× n âàæè

AIn = A è ImA = A.

3.3 Äîïîëíèòåëíè çàäà÷è

Çàäà÷à 51. Äàäåíè ñå ìàòðèöèòå:

A =

[
2 a b

a+ b −2 3

]
è B =

[
c c+ b 2a

3 −c 3

]
,

êàäå øòî a, b, c ∈ R. Çà êîè âðåäíîñòè íà a, b, c âàæè A = B?

Çàäà÷à 52. Äàäåíè ñå ìàòðèöèòå:

A =

 1 −2 4

0 3 2

1 5 3

 è X =

 x1

x2

x3

 .
Ïðåñìåòàj ãè AX è XTA.

Çàäà÷à 53. Íàjäè ãè ñèòå ìàòðèöè êîè êîìóòèðààò ñî ìàòðèöaòà:

à) A =

 1 2 3

0 1 2

0 0 1

 á) B =

[
1 2 3

1 0 3

]
.

Çàäà÷à 54. Íàjäè ½ìàãè÷íà� êâàäðàòíà ìàòðèöà M3 îä îáëèê 3× 3 ÷èèøòî åëå-

ìåíòè ñå áðîåâèòå 1, 2, . . . , 9 ðàñïîðåäåíè òàêà øòî ñóìàòà íà áðîåâèòå ïî ñåêîjà

ðåäèöà, êîëîíà è äèjàãîíàëà å åäíàêâà íà 15. Ïðåñìåòàj ãî ïðîèçâîäîò íà M3 ñî

ìàòðèöàòà
[
1 1 1

]T
.

Çàäà÷à 55. Ìàòðèöàòà S å êâàäðàòíà ñóäîêó ìàòðèöà ñî äèìåíçèjà 9×9 ÷èèøòî

åëåìåíòè ñå áðîåâèòå 1, 2, . . . , 9, òàêà øòî áðîåâèòå âî ñåêîjà ðåäèöà è êîëîíà ìå�ãó

ñåáå ñå ðàçëè÷íè. Äà ñå íàjäå ïðîèçâîäîò íà S ñî ìàòðèöàòà
[
1 . . . 1

]T
.

Çàäà÷à 56. Ïðåñìåòàj

[
1 2

−3 4

]4
.
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Çàäà÷à 57. Ïðåñìåòàj: An, n ∈ N, êàäå øòî A =

[
1 1

0 1

]
.

Çàäà÷à 58. Ïðåñìåòàj: An, n ∈ N, êàäå øòî A =

[
sinα cosα

− cosα sinα

]
, α ∈ R.

Çàäà÷à 59. Íàjäè ãè ñèòå ãîðíî-òðèàãîëíè (äîëíî-òðèàãîëíè) ìàòðèöè A ñî äè-

ìåíçèjà 2× 2, òàêâè øòî A2 e íóëòàòà ìàòðèöà O2 (ò.å. ìàòðèöà îä ðåä 2 ñî ñèòå

åëåìåíòè 0).

Çàäà÷à 60. Íàjäè ãè ñèòå äîëíîòðèàãîëíè ìàòðèöè A îä ðåä 2, òàêâè øòî A2 å

åäèíå÷íàòà ìàòðèöà I2.

Çàäà÷à 61. Êàêî ñå ìåíóâà ïðîèçâîäîò AB íà ìàòðèöèòå A è B àêî:

à) âî ìàòðèöàòà A ñè ãè çàìåíàò ìåñòàòà i-òàòà è j-òàòà ðåäèöà;

á) âî ìàòðèöàòà A íà i-òàòà �è jà äîäàäåìå j-òàòà ðåäèöà ïîìíîæåíà ñî x;

â) âî ìàòðèöàòà B ñè ãè çàìåíàò ìåñòàòà i-òàòà è j-òàòà êîëîíà;

ã) âî ìàòðèöàòà B íà i-òàòà �è jà äîäàäåìå j-òàòà êîëîíà ïîìíîæåíà ñî y?



Ãëàâà 4

Ñèñòåìè ëèíåàðíè ðàâåíêè

Ñèñøåì îg m ëèíåàðíè ðàâåíêè ñî n íåèîçíàøè å:
a11x1+ a12x2+ · · ·+ a1nxn = b1

a21x1+ a22x2+ · · ·+ a2nxn = b2
...

. . .
...

...

am1x1+ am2x2+ · · ·+ amnxn = bm

, (4.0.1)

êàäå øòî ai,j , bi ∈ R çà 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, à xi, 1 ≤ i ≤ n, ñå íåèîçíàøè.

Áðîåâèòå bi, 1 ≤ i ≤ m, ñå ñëîδîgíè êîåôèöèåíøè íà ñèñòåìîò. Äîêîëêó ñèòå

ñëîáîäíè êîåôèöèåíòè bi = 0, 1 ≤ i ≤ n, âåëèìå äåêà ñèñòåìîò å õîìî�åí. Âî

ñïðîòèâíî, ñòàíóâà çáîð çà íåõîìî�åí ñèñòåì.

Àêî áðîjîò íà ðàâåíêè å åäíàêîâ ñî áðîjîò íà íåïîçíàòè (m = n), òîãàø ñèñ-

òåìîò å êâàgðàøåí, ò.å. èìàìå ñèñòåì îä n ëèíåàðíè ðàâåíêè ñî n íåïîçíàòè:
a11x1+ a12x2+ · · ·+ a1nxn = b1

a21x1+ a22x2+ · · ·+ a2nxn = b2
...

. . .
...

...

an1x1+ an2x2+ · · ·+ annxn = bn

. (4.0.2)

Ïîä ìíîæåñøâî ðåøåíèjà M íà ñèñòåìîò (4.0.1) ñå ïîäðàçáèðà ñåâêóïíîñòà

îä ñèòå ïîäðåäåíè n-òîðêè (x1, x2, . . . , xn) îä ðåàëíè áðîåâè çà êîè å çàäîâîëåíà

ñåêîjà ðàâåíêà îä ñèñòåìîò. Ãåîìåòðèñêè ãëåäàíî, ìíîæåñòâîòî ðåøåíèjà M íà

ñèñòåì îä ëèíåàðíè ðàâåíêè ñî n íåïîçíàòè ïðåòñòàâóâà àôèí ïîòïðîñòîð îä Rn.
Ïðèòîà, ïðîèçâîëíà n-òîðêà (x1, x2, . . . , xn) ∈M å ðåøåíèå íà ñèñòåìîò. Äîêîëêó

M = ∅, âåëèìå äåêà ñèñòåìîò å èðîøèâðå÷åí (íåìà ðåøåíèå). Îä äðóãà ñòðà-

íà, àêî M = {(x1, x2, . . . , xn)} å åäíîåëåìåíòíî ìíîæåñòâî, âåëèìå äåêà ñèñòåìîò

41
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å ðå�óëàðåí (èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå). Âî ñïðîòèâíî, âàæè |M | = ∞, îäíîñíî

ñèñòåìîò å íåîèðågåëåí (èìà áåñêîíå÷íî ìíîãó ðåøåíèjà). Çà äâà ñèñòåìè îä ëè-

íåàðíè ðàâåíêè âåëèìå äåêà ñå åêâèâàëåíøíè äîêîëêó èìààò åäíàêâè ìíîæåñòâà

ðåøåíèjà.

Âî ïðîäîëæåíèå �êå ïðèêàæåìå íåêîëêó òåõíèêè çà ðåøàâà»å íà ñèñòåìè ëèíåàðíè

ðàâåíêè.

4.1 Êðàìåðîâè ïðàâèëà

Êðàìåðîâèòå ïðàâèëà ñå ïðèìåíëèâè åäèíñòâåíî íà êâàäðàòíè ñèñòåìè. Êîí

ñèñòåìîò (4.0.2) ïðèäðóæóâàìå n+1 äåòåðìèíàíòè △,△x1 ,△x2 , . . . ,△xn , äåôèíè-

ðàíè íà ñëåäíèîò íà÷èí: �ëàâíà gåøåðìèíàíøà íà ñèñøåìîø (4.0.2) å äåòåðìè-

íàíòàòà ñîñòàâåíà îä êîåôèöèåíòèòå ïðåä íåïîçíàòèòå, ò.å.:

△ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; (4.1.1)

à íà ñåêîjà îä íåïîçíàòèòå xi �è ïðèäðóæóâàìå ïî åäíà äåòåðìèíàíòà:

△xi =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1(i−1) b1 a1(i+1) . . . a1n

a21 . . . a2(i−1) b2 a2(i+1) . . . a2n
...

...
...

an1 . . . an(i−1) bn an(i+1) . . . a2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (4.1.2)

êîjà øòî ñå äîáèâà îä äåòåðìèíàíòàòà △ êîãà i-òàòà êîëîíà ñå çàìåíóâà ñî êîëî-

íàòà îä ñëîáîäíèòå êîåôèöèåíòè, îäíîñíî êîëîíàòà


a1i

a2i
...

ani

 ñå çàìåíóâà ñî


b1

b2
...

bn

.

Çà ñåêîjà n-òîðêà (x1, x2, . . . , xn) øòî ãî çàäîâîëóâà ñèñòåìîò (4.0.2) âàæè:
△ · x1 = △x1

△ · x2 = △x2
...

...

△ · xn = △xn

. (4.1.3)
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Íàïîìåíóâàìå äåêà ñèñòåìèòå (4.0.2) è (4.1.3) âî îïøò ñëó÷àj íå ñå åêâèâàëåíòíè.

Ñî äðóãè çáîðîâè, ñåêîå ðåøåíèå (x1, x2, . . . , xn) íà ïðâèîò å ðåøåíèå è íà âòîðèîò,

íî îáðàòíîòî íå âàæè ñåêîãàø.

Ïðèìåð 7. Äà ãî ðàçãëåäàìå ñëåäíèîò íåõîìîãåí ñèñòåì îä äâå ðàâåíêè ñî äâå

íåïîçíàòè:

{
0 · x1+ 0 · x2 = b1

0 · x1+ 0 · x2 = b2
, (4.1.4)

îäíîñíî áàðåì åäåí îä ñëîáîäíèòå êîåôèöèåíòè b1, b2 å ðàçëè÷åí îä 0. Jàñíî å äåêà

âàêâèîò ñèñòåì å ïðîòèâðå÷åí. Çà íåãîâèòå äåòåðìèíàòè âàæè: △ = △x1 = △x2 =

0, øòî çíà÷è äåêà èçâåäåíèîò ñèñòåì (4.1.3) âî ñëó÷àjîâ ãëàñè:

{
0 · x1 = 0

0 · x2 = 0
. (4.1.5)

Î÷èãëåäíî, (4.1.5) å íåîïðåäåëåí ñèñòåì (íåãîâîòî ìíîæåñòâî ðåøåíèjà å R2).

Ñëåäñòâåíî, ñèñòåìèòå (4.1.4) è (4.1.5) íå ñå åêâèâàëåíòíè.

Îä äðóãà ñòðàíà, àêî áàðåì åäíà îä äåòåðìèíàòèòå △,△x1 ,△x2 , . . . ,△xn å

ðàçëè÷íà îä íóëà, òîãàø ñèñòåìèòå (4.0.2) è (4.1.3) ñî ñèãóðíîñò ñå åêâèâàëåíòíè.
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Êðàìåðîâè ïðàâèëà:

(i) Ñèñòåìîò (4.0.2) å ðåãóëàðåí àêî è ñàìî àêî çà ãëàâíàòà äåòåðìè-

íàíòà íà îâîj ñèñòåì âàæè △ ≠ 0. Ïðèòîà, åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå

(x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n) å îïðåäåëåíî ñî:

x∗1 =
△x1

△
, x∗2 =

△x2

△
, . . . , x∗n =

△xn

△
. (4.1.6)

Çíà÷è, äîêîëêó △ ̸= 0, ñèñòåìèòå (4.0.2) è (4.1.3) ñå åêâèâàëåíòíè

(óøòå ïîâå�êå ñåêîj îä íèâ å ðåãóëàðåí).

(ii) Íåêà △ = 0. Îâà çíà÷è äåêà íèòó åäåí îä ñèñòåìèòå (4.0.2) è (4.1.3)

íå å ðåãóëàðåí. Ðàçãëåäóâàìå îääåëíî äâà ñëó÷àja.

(ii1) Àêî áàðåì åäíà îä äåòåðìèíàíòèòå △x1 ,△x2 , . . . ,△xn å ðàçëè÷-

íà îä íóëà, òîãàø ñèñòåìîò (4.0.2) å ïðîòèâðå÷åí. Íàâèñòèíà, ïðè

íàâåäåíèòå ïðåòïîñòàâêè î÷èãëåäíî å äåêà ñèñòåìîò (4.1.3) å ïðî-

òèâðå÷åí, ïà çàêëó÷îêîò ñëåäóâà îä ôàêòîò øòî ñåêîå ðåøåíèå

íà (4.0.2) å ðåøåíèå è íà (4.1.3).

(ii2) Àêî △x1 = △x2 = · · · = △xn = 0, òîãàø èçâåäåíèîò ñèñòåì (4.1.3)

å íåîïðåäåëåí (ñåêîjà n-òîðêà (x1, x2, . . . , xn) îä ðåàëíè áðîåâè

ãî çàäîâîëóâà ñèñòåìîò, ò.å. íåãîâîòî ìíîæåñòâî ðåøåíèjà å Rn).
Íàïîìåíóâàìå äåêà, ïðè íàâåäåíèòå ïðåòïîñòàâêè, çà ñèñòåìîò

(4.0.2) ñ�e óøòå èìà äâå ìîæíîñòè - ïðîòèâðå÷åí èëè íåîïðåäåëåí.

Îíà øòî ìîæå äà ñå êàæå ñî ñèãóðíîñò å äåêà ïîñòîè ðàâåíêà âî

îâîj ñèñòåì êîjà å ½âèøîê�, îäíîñíî å ïîñëåäèöà îä ïðåîñòàíàòèòå

ðàâåíêè íà ñèñòåìîò. Ñî äðóãè çáîðîâè, ñèñòåìîò (4.0.2) å åêâèâà-

ëåíòåí (èìà èñòî ìíîæåñòâî ðåøåíèjà) ía íåêîj ïîòñèñòåì äîáèåí

ñî áðèøå»å íà åäíà îä íåãîâèòå n ðàâåíêè.

Çàäà÷à 62. Ðåøè ãî ñèñòåìîò:
x+ 2y − z = 2

2x− y + 2z = 3

3x+ y + z = 5

.

Ðåøåíèå. Ïðåñìåòóâàìå △ = △x = △y = △z = 0. Îâà íè êàæóâà äåêà áàðåì

åäíà îä ðàâåíêèòå å âèøîê. Íà ïðèìåð, íå å òåøêî äà çàáåëåæèìå äåêà òðåòàòà

ðàâåíêà ñå äîáèâà äîêîëêó ñå ñîáåðàò ïðâèòå äâå ðàâåíêè. Îòòàìó, òàà ðàâåíêà
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ìîæåìå ñëîáîäíî äà jà èãíîðèðàìå ïðè ðåøàâà»å íà ñèñòåìîò. Ñî äðóãè çáîðîâè,

íàâåäåíèîò ñèñòåì å åêâèâàëåíòåí ñî ñëåäíèîò ïîòñèñòåì:{
x+ 2y − z = 2

2x− y + 2z = 3
.

Îñòàâàìå íà ÷èòàòåëîò äà ãî ðàçðåøè îâîj ïîòñèñòåì ñî òîà øòî íàjïðâî �êå ãî

ïðåçàïèøå êàêî ðåãóëàðåí êâàäðàòåí ñèñòåì ïî íåïîçíàòè x è y:{
x+ 2y = 2 + z

2x− y = 3− 2z
.

Âñóøíîñò âî îâîj ïðèìåð ñåêîjà (åäíà) îä òðèòå ðàâåíêè êàj ïî÷åòíèîò ñèñòåì

å âèøîê: ìîæå äà ñå äîáèå ñî ñîáèðà»å íà ïðåîñòàíèòå äâå ðàâåíêè ïðåòõîäíî

ïîìíîæåíè ñî ñîîäâåòíè êîåôèöèåíòè. Ñëåäñòâåíî, ñåêîj îä òðèòå ïîòñèñòåìa îä

äâå ðàâåíêè ñî òðè íåïîçíàòè å åêâèâàëåíòåí íà ïî÷åòíèîò ñèñòåì, ïà ìîæå äà

ïîñëóæè çà íåãîâî ðåøàâà»å.

Ñëåäíàòà çàáåëåøêà ñå îäíåñóâà íà ñèñòåì îä òðè ëèíåàðíè ðàâåíêè ñî òðè

íåïîçíàòè x, y, z, òàêîâ øòî: △ = △x = △y = △z = 0.

Àêî äâå îä ðàâåíêèòå ñå ïðîïîðöèîíàëíè, òîãàø åäíà îä íèâ å âèøîê. Äîêîëêó

íèêîè äâå îä ðàâåíêèòå íå ñå ïðîïîðöèîíàëíè, òîãàø êîjà áèëî (åäíà) îä òðèòå

ðàâåíêè å âèøîê.

Çàäà÷à 63. Ðåøè ãè ñèñòåìèòå ðàâåíêè ñî ïîìîø íà Êðàìåðîâèòå ïðàâèëà:

à)

{
7x− 6y = −5

5x+ 2y = 9
; á)


3y + 2x = z + 1

3x+ 2y = 8− 5z

3z − 1 = x− 2y

.

Ðåøåíèå.

à) △ =

∣∣∣∣∣ 7 −6

5 2

∣∣∣∣∣ = 44 ̸= 0, △x =

∣∣∣∣∣ −5 −6

9 2

∣∣∣∣∣ = 44, △y =

∣∣∣∣∣ 7 −5

5 9

∣∣∣∣∣ = 88.

Ñïîðåä Êàðìåðîâèòå ïðàâèëà ñèñòåìîò èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå è òîà å ïàðîò

(x, y) = (△x/△,△y/△) = (1, 2).

á) Íàjïðâî, äàäåíèîò ñèñòåì ãî òðàíñôîðìèðàìå âî îáëèê (4.0.2).
3y + 2x = z + 1

3x+ 2y = 8− 5z

3z − 1 = x− 2y

⇐⇒


2x+ 3y − z = 1

3x+ 2y + 5z = 8

−x+ 2y + 3z = 1

.
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Ãëàâíàòà äåòåðìèíàíòà íà ñèñòåìîò å △ = −53 ̸= 0, îä êàäå øòî ñïîðåä Êðà-

ìåðîâèòå ïðàâèëà ñèñòåìîò èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå. Çà äðóãèòå äåòåðìèíàíòè

äîáèâàìå: △x = −78, △y = 13 è △z = −53. Îòòàìó, áàðàíîòî ðåøåíèå íà ñèñòå-

ìîò å: òðîjêàòà (x, y, z) = (△x/△,△y/△,△z/△) = (78/53,−13/53, 1).

Çàäà÷à 64. Äèñêóòèðàj ãè ðåøåíèjàòà íà ñèñòåìoò ðàâåíêè âî çàâèñíîñò îä âðåä-

íîñòà ïàðàìåòàðîò a ∈ R:

à)

{
ax− 3y = 1

ax− 2y = 2
; á)

{
(a+ 1)x+ (a− 1)y = a2 + 1

(a− 1)x+ (a+ 1)y = a2 + 1
.

Ðåøåíèå. à) Ãëàâíàòà äåòåðìèíàíòà íà ñèñòåìîò å: ∆ =

∣∣∣∣∣ a −3

a −2

∣∣∣∣∣ = a. Àíàëîãíî

äîáèâàìå äåêà: ∆x =

∣∣∣∣∣ 1 −3

2 −2

∣∣∣∣∣ = 4 è ∆y =

∣∣∣∣∣ a 1

a 2

∣∣∣∣∣ = a. Ãè ðàçãëåäóâàìå ñëåäíèòå

äâà ñëó÷àja.

1o Íåêà △ ≠ 0, øòî å åêâèâàëåíòíî ñî a ̸= 0. Òîãàø, (ñïîðåä Êðàìåðîâèòå ïðà-

âèëà) ñèñòåìîò èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå (x, y) = (△x/△,△y/△) = (4/a, 1).

2o Íåêà △ = 0, øòî å åêâèâàëåíòíî ñî a = 0. Òîãàø, ñèñòåìîò å îä îáëèê:{
0x− 3y = 1

0x− 2y = 2
,

îä êàäå øòî −1/3 = y = −1. Íî, îâà å ïðîòèâðå÷íîñò, îäíîñíî ñèñòåìîò íåìà

ðåøåíèå. Äî èñòèîò çàêëó÷îê ñå äîà�ãà è îä âðåäíîñòà íà äåòåðìèíàíòèòå ∆x

è ∆y. Èìåíî ∆x = 4 ̸= 0 è ∆y = 0. Ïà, ñïîðåä (ii1) ñèñòåìîò íåìà ðåøåíèå.

á)

△ =

∣∣∣∣∣ a+ 1 a− 1

a− 1 a+ 1

∣∣∣∣∣ = (a+ 1)2 − (a− 1)2 = 4a,

△x =

∣∣∣∣∣ a2 + 1 a+ 1

a2 + 1 a− 1

∣∣∣∣∣ = −2(a2 + 1),

△y =

∣∣∣∣∣ a+ 1 a2 + 1

a− 1 a2 + 1

∣∣∣∣∣ = 2(a2 + 1).

Ðàçãëåäóâàìå äâà ñëó÷àjà.

1o Íåêà △ ≠ 0, îäíîñíî a ̸= 0. Òîãàø, (ñïîðåä Êðàìåðîâèòå ïðàâèëà) ñèñòåìîò

èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå (x, y) =

(
−a

2 + 1

2a
,
a2 + 1

2a

)
.
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2o Íåêà △ = 0, îäíîñíî a = 0. Òîãàø, ñèñòåìîò å îä îáëèê:{
x− y = 1

−x+ y = 1
⇐⇒

{
x− y = 1

x− y = −1
,

îä êàäå øòî çàêëó÷óâàìå äåêà ñèñòåìîò å ïðîòèâðå÷åí. Ñëè÷íî íà ïðåòõîä-

íèîò ïðèìåð, è îâäå äîáèâàìå äåêà: ∆x = −2 ̸= 0, ∆y = 2 ̸= 0, ïà îä (ii1)

ñëåäóâà äåêà ñèñòåìîò íåìà ðåøåíèå.

Çàäà÷à 65. Äèñêóòèðàj ãè ðåøåíèjàòà íà ñèñòåìîò ðàâåíêè âî çàâèñíîñò îä ïà-

ðàìåòàðîò a ∈ R:

à)

{
(a+ 2)x +ay = 1

3x +(2− a)y = 1
; á)


ax +2y +z = 1

x +2y +z = 2

x +2y +az = 1

;

â)


a2x +3y +2z = 0

ax −y +z = 0

y +4z = 0

.

Ðåøåíèå. à) Ãî îñòàâàìå íà ÷èòàòåëîò.

á) Íàjïðâî jà îïðåäåëóâàìå ãëàâíàòà äåòåðìèíàíòà íà ñèñòåìîò,

△ =

∣∣∣∣∣∣∣
a 2 1

1 2 1

1 2 a

∣∣∣∣∣∣∣ = 2a2 − 4a+ 2 = 2(a− 1)2,

à ïîòîà è äåòåðìèíàíòèòå:

△x =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1

2 2 1

1 2 a

∣∣∣∣∣∣∣ = −2(a− 1),

△y =

∣∣∣∣∣∣∣
a 1 1

1 2 1

1 1 a

∣∣∣∣∣∣∣ = 2a(a− 1),

△z =

∣∣∣∣∣∣∣
a 2 1

1 2 2

1 2 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 2(1− a).

Ðàçãëåäóâàìå äâà ñëó÷àjà âî çàâèñíîñò îä âðåäíîñòà íà ∆.

1o Íåêà △ ≠ 0, îäíîñíî a ̸= 1. Òîãàø, ñèñòåìîò èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå

(x, y, z) = (△x/△,△y/△,△z/△) = (−1/(a− 1), a/(a− 1),−1/(a− 1)).

2o Íåêà △ = 0, îäíîñíî a = 1. Âî îâîj ñëó÷àj ∆x = ∆y = ∆z = 0, ïà âî ñîã-

ëàñíîñò ñî (ii2), Êðàìåðîâèòå ïðàâèëà íå äàâààò îäãîâîð äàëè ñèñòåìîò èìà



48 ÃËÀÂÀ 4. ÑÈÑÒÅÌÈ ËÈÍÅÀÐÍÈ ÐÀÂÅÍÊÈ

áåñêîíå÷íî ìíîãó ðåøåíèjà èëè íåìà ðåøåíèå. Íî, äîâîëíî å äà çàáåëåæèìå

äåêà êîíêðåòíèîò ñèñòåì ãëàñè:
x+ 2y + z = 1

x+ 2y + z = 2

x+ 2y + z = 1

,

îä êàäå øòî äîáèâàìå 1 = x+2y+ z = 2. Îâàà ïðîòèâðå÷íîñò óêàæóâà äåêà

ñèñòåìîò íåìà ðåøåíèå.

Äà íàïîìåíåìå äåêà ãåîìåòðèñêàòà èíòåðïðåòàöèjà íà íåòðèâèjàëíà ëèíåàðíà ðà-

âåíêà ñî òðè íåïîçíàòè å ðàìíèíà. (Çà ëèíåàðíà ðàâåíêà âåëèìå äåêà åøðèâèjàëíà

äîêîëêó ñèòå êîåôèöèåíòè ïðåä íåïîçíàòèòå ñå åäíàêâè íà 0.) Âî îâîj ïðèìåð äâå

ðàìíèíè ñå ñîâïà�ãààò, à òðåòàòà å ïàðàëåëíà ñî äðóãèòå äâå. Ïîäåòàëíî îâà �êå ãî

äèñêóòèðàìå âî ãëàâàòà 5.

â) Äåòåðìèíàíòàòà íà ñèñòåìîò å:∣∣∣∣∣∣∣
a2 3 2

a −1 1

0 1 4

∣∣∣∣∣∣∣ = −4a2 + 2a− a2 − 12a = −5a(a+ 2).

Çà äðóãèòå äåòåðìèíàíòè, ñî îãëåä äåêà ñèñòåìîò å õîìîãåí, âàæè: ∆x = ∆y =

∆z = 0. Ðàçãëåäóâàìå äâà ñëó÷àjà.

1o Íåêà △ ≠ 0, îäíîñíî a ̸= 0, a ̸= −2. Áèäåj�êè △x = △y = △z = 0, åäèíñòâåíî

ðåøåíèå íà ñèñòåìîò å òðîjêàòà:

(x, y, z) = (△x/△,△y/△,△z/△) = (0, 0, 0).

2o Àêî △ = 0, òîãàø èìà äâå ìîæíîñòè.

2.1o a = 0: Ñèñòåìîò ãëàñè: 
3y + 2z = 0

−y + z = 0

y + 4z = 0

Ñèòå ðåøåíèjà íà ñèñòåìîò ñå òðîjêèòå: (x, y, z) = (t, 0, 0), t ∈ R.

2.2 a = −2: Ñèñòåìîò ãëàñè:
4x+ 3y + 2z = 0

−2x− y + z = 0

y + 4z = 0

⇐⇒


4x+ 3y + 2z = 0

y + 4z = 0

.
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Äîáèâàìå äåêà: z = t ∈ R, y = −4t, x =
1

4
(12t−2t) =

5t

2
. Ñèòå ðåøåíèjà

íà ñèñòåìîò ñå òðîjêèòå: (x, y, z) = (
5t

2
,−4t, t) êàäå øòî t ∈ R.

Ãëåäàíî ãåîìåòðèñêè è âî äâàòà ñëó÷àjà (2.1 è 2.2), òðèòå ðàìíèíè (ïðåòñòà-

âåíè ñî òðèòå ðàâåíêè) ñå ñå÷àò âî åäíà ïðàâà. Ðåøåíèjàòà íà ñèñòåìîò ñå

òî÷êèòå îä ïðàâàòà.

4.2 Ìàòðè÷åí îáëèê íà ñèñòåì ðàâåíêè

Ñèñòåìîò (4.0.1) ìîæåìå äà ãî çàïèøåìå âî ñëåäíèîò îáëèê:

x1


a11

a21
...

am1

+ x2


a12

a22
...

am2

+ · · ·+ xn


a1n

a2n
...

amn

 =


b1

b2
...

bm

 . (4.2.1)

Àêî ñòàâèìå a⃗1 =


a11

a21
...

am1

 , . . . , a⃗n =


a1n

a2n
...

amn

 è b⃗ =


b1

b2
...

bm

, ñèñòåìîò (4.0.1),

îäíîñíî ðàâåíêàòà(4.2.1) ãî äîáèâà îáëèêîò:

x1a⃗1 + x2a⃗2 + · · ·+ xna⃗n = b⃗. (4.2.2)

Âåëèìå äåêà âåêòîðîò b⃗ å ëèíåàðíà êîìδèíàöèjà îä âåêòîðèòå a⃗1, · · · , a⃗n äîêîëêó å
èñïîëíåòî ðàâåíñòâîòî (4.2.2) çà íåêîè ðåàëíè áðîåâè x1, x2, ..., xn. Êîåôèöèåíòèòå

ïðåä âåêòîðèòå a⃗1, a⃗2, ..., a⃗n âî ðàâåíêàòà (4.2.2) ñå ðåøåíèå íà ñèñòåìîò (4.0.2).

Âàêâèîò ïðèñòàï �êå ãî èñêîðèñòèìå çà äà âîâåäåìå íîâ, ìàòðè÷åí, îáëèê íà ñèñòåì

ëèíåàðíè ðàâåíêè.

Íåêà A å ìàòðèöà îä ðåä m× n ñî ñëåäíèâå åëåìåíòè:

A = [ a⃗1 a⃗2 · · · a⃗n ].

Òîãàø ñèñòåìîò (4.0.1) ìîæå äà ñå çàïèøå:

AX = b⃗, (4.2.3)
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êàäå øòî X =


x1

x2
...

xn

. Âî ïðîäîëæåíèå í�å èíòåðåñèðà êîãà ñèñòåìîò (4.0.1) èìà

ðåøåíèå âî çàâèñíîñò îä âåêòîðîò b⃗.

4.2.1 Ãàóñîâ ìåòîä íà åëèìèíàöèjà

Ãëàâíàòà èäåjà íà Ãàóñîâèîò ìåòîä íà åëèìèíàöèjà å ïîåäíîñòàâóâà»å íà ñèñ-

òåìîò äî ãîðíî-òðèàãîëíà (èëè òðàïåçíà ôîðìà) ñî åëèìèíèðà»å íà íåêîè íåïîç-

íàòè îä íåêîè ðàâåíêè. Ìåòîäîò �êå ãî èëóñòðèðàìå íèç ïðèìåðè.

Çàäà÷à 66. Äà ñå ðåøè ñèñòåìîò ëèíåàðíè ðàâåíêè:

{
x −2y = 1

3x +2y = 11
.

Ðåøåíèå.Çà ðåøàâà»å íà îâîj ñèñòåì ìîæå äà ïðèìåíèìå íåêîj îä ïîçíàòèòå

ìåòîäè, êàêî ìåòîä íà çàìåíà èëè ìåòîä íà åëèìèíàöèjà. Êîãà îâîj ñèñòåì áè ãî

ðåøàâàëå ñî ìåòîä íà åëèìèíàöèjà, ïðâàòà ðàâåíêà áè jà ïîìíîæèëå ñî 3 è áè jà

îäçåìàëå îä âòîðàòà ðàâåíêà. Ñî òîà áè ñå äîáèë ñëåäíèîò åêâèâàëåíòåí ñèñòåì:{
x −2y = 1

8y = 8
. Çàáåëåæóâàìå äåêà âòîðàòà ðàâåíêà å ñî åäíà íåïîçíàòà è îä

íåà ñëåäóâà y = 1. Áèäåj�êè âðåäíîñòà íà y å ïîçíàòà, äèðåêòíî ñå äîáèâà è äåêà

x = 3.

Ãàóñîâèîò ìåòîä íà åëèìèíàöèjà ñå áàçèðà íà èñòàòà èäåjà, íî âî ìàòðè÷íà

ôîðìà êîjà å ìíîãó ïîïîâîëíà çà ðàáîòà ñî ïîâå�êå ïðîìåíëèâè. Çàäàäåíèîò ñèñòåì

ãî çàïèøóâàìå âî ìàòðè÷íà ôîðìà, ïîòî÷íî âî îáëèêîò [A|⃗b] 1, à ïîòîà ñî íèçà

òðàíñôîðìàöèè ìàòðèöàòà A jà äîâåäóâàìå äî ãîðíî-òðèàãîëíà (èëè òðàïåçíà)

ôîðìà.

Àêî çàäàäåíèîò ñèñòåì ãî çàïèøåìå âî îâàà ôîðìà ñå äîáèâà:[
1 −2 1

3 2 11

]
.

Äà çàáåëåæèìå äåêà ïðâàòà êîëîíà îäãîâàðà íà êîåôèöèåíòèòå ïðåä ïðîìåíëè-

âàòà x, à âòîðàòà êîëîíà íà êîåôèöèåíòèòå ïðåä ïðîìåíëèâàòà y. Çà äà äîjäåìå

äî ãîðíî-òðèàãîëíà ôîðìà jà ïðàâèìå èñòàòà òðàíñôîðìàöèjà êàêî è ïðåòõîäíî,

ïðâàòà ðåäèöà jà ìíîæèìå ñî 3 è jà îäçåìàìå îä âòîðàòà ðåäèöà:[
1 −2 1

3 2 11

]
∼

−3r1+r2→r2

[
1 −2 1

0 8 8

]
.

1Âî ïðîäîëæåíèå íàìåñòî b⃗ ìîæå äà ïèøóâàìå ñàìî b.
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Âå�êå ìàòðèöàòà A e âî ãîðíî-òðèàãîëíà ôîðìà è ñèñòåìîò ãëàñè:

{
x −2y = 1

8y = 8
,

Îä âòîðàòà ðàâåíêà íà îâîj ñèñòåì íàî�ãàìå äåêà y = 1, à ïîòîà çàìåíóâàj�êè jà îâàà

âðåäíîñò âî ïðâàòà ðàâåíêà äîáèâàìå äåêà x = 3.

Çàäà÷à 67. Äà ñå ðåøè ñèñòåìîò ëèíåàðíè ðàâåíêè:


x +3y −2z = 1

3x +8y −5z = 8

2x +4y +z = 6

.

Ðåøåíèå.Äàäåíèîò ñèñòåì ãî çàïèøóâàìå âî ìàòðè÷íà ôîðìà: 1 3 −2 1

3 8 −5 8

2 4 1 6

 .
Ñèòå ïîòðåáíè îïåðàöèè �êå ãè ïðàâèìå íà ïðîøèðåíàòà ìàòðèöà. Âî ïðâèîò ÷åêîð

�êå jà åëèìèíèðàìå íåïîçíàòàòà x îä âòîðàòà ðàâåíêà, âî âòîðèîò ÷åêîð �êå jà åëè-

ìèíèðàìå íåïîçíàòàòà x îä òðåòàòà ðàâåíêà. Çà äà ãî ïîñòèãíåìå îâà íà ïîçèöèjà

(2, 1) (îäíîñíî âî âòîðà ðåäèöà è ïðâà êîëîíà) òðåáà äà äîáèåìå 0, à ïîòîà èñòîòî

è íà ïîçèöèjà (3, 1). Âî äâàòà ÷åêîðà êëó÷åí åëåìåíò å åëåìåíòîò âî ïðâà ðåäèöà è

ïðâà êîëîíà. Âî îâîj ïðèìåð íà òàà ïîçèöèjà å áðîjîò 1. Âî äðóãè ïðèìåðè, ìîæå

äà ñå ïðîìåíè ðåäîñëåäîò íà ðåäèöèòå (èëè íà êîëîíèòå) ñî öåë íà ïîçèöèjàòà

(1, 1) äà ñå äîáèå áðîj ñî êîj îïåðàöèèòå áè áèëå ïîåäíîñòàâíè. Ñî ïîìîø íà îâîj

åëåìåíò �êå ãè àíóëèðàìå êîåôèöèåíòèòå âî èñòàòà êîëîíà âî ïîäîëíèòå ðåäèöè.

Îâîj åëåìåíò ñå íàðåêóâà èèâîø. Íàïîìåíóâàìå äåêà ïèâîò íå ìîæå äà áèäå 0.

Çà ïîäîáðà ïðåãëåäíîñò, ïèâîòèòå �êå ãè ìàðêèðàìå ñî êâàäðàòè.

Áðîjîò 3 âî ïðâà êîëîíà è âòîðà ðåäèöà (íà ïîçèöèjà (2, 1)) ãî åëèìèíèðàìå

òàêà øòî ïðâàòà ðåäèöà jà ìíîæèìå ñî −3 è jà äîäàâàìå íà âòîðàòà ðåäèöà: 1 3 −2 1

3 8 −5 8

2 4 1 6

 ∼
−3r1+r2→r2

 1 3 −2 1

0 −1 1 5

2 4 1 6

 .
Áðîjîò 2 íà ïîçèöèjà (3, 1) ãî åëèìèíèðàìå òàêà øòî ïðâàòà ðåäèöà jà ìíîæèìå

ñî −2 è jà äîäàâàìå íà òðåòàòà ðåäèöà: 1 3 −2 1

0 −1 1 5

2 4 1 6

 ∼
−2r1+r3→r3

 1 3 −2 1

0 -1 1 5

0 −2 5 4

 .
Ñî îâèå ïîñòàïêè, âñóøíîñò, å åëèìèíèðàíà ïðîìåíëèâàòà x îä âòîðàòà è òðåòàòà

ðàâåíêà. Ñëåäíî (çà äà ñå äîáèå ãîðíî-òðèàãîëíà ôîðìà), åëåìåíòîò -2 êîj ñå íàî�ãà
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íà ïîçèöèjà (3, 2) òðåáà äà ñå àíóëèðà. Çà òàà öåë, âòîðàòà ðåäèöà jà ìíîæèìå ñî

−2 è jà äîäàâàìå íà òðåòàòà ðåäèöà: 1 3 −2 1

0 -1 1 5

0 −2 5 4

 ∼
−2r2+r3→r3

 1 3 −2 1

0 -1 1 5

0 0 3 −6

 .
Ñî îâàà ïîñòàïêà å åëèìèíèðàíà ïðîìåíëèâàòà y îä òðåòàòà ðàâåíêà. Îä ïîñëå-

äíàòà ìàòðèöà ñå âðà�êàìå ïîâòîðíî âî ôîðìà íà ñèñòåì è äîáèâàìå:
x +3y −2z = 1

−y +z = 5

3z = −6

⇔


x +3y +4 = 1

−y −2 = 5

z = −2

⇔


x = 18

y = −7

z = −2

.

Âî ïðåòõîäíèîò ïðèìåð, ïðîøèðåíàòà ìàòðèöà íà ñèñòåìîò ëèíåàðíè ðàâåíêè jà

òðàíñôîðìèðàâìå âî ãîðíîòðèàãîëíà ìàòðèöà. Çà âàêâàòà òðàíñôîðìàöèjà óïîò-

ðåáóâàâìå îïåðàöèè êîè ìîæå äà ñå ïðèìåíàò è íà ñàìèîò ñèñòåì ðàâåíêè è ñî òîà

äà ãî ðåàëèçèðàìå ìåòîäîò íà åëèìèíàöèjà. Jàñíî å äåêà ïðè âàêâè òðàíñôîðìà-

öèè ìíîæåñòâîòî ðåøåíèjà íà ñèñòåìîò íå ñå ìåíóâà, áèäåj�êè ñåêîjà ïîåäèíå÷íà

òðàíñôîðìàöèjà äàâà åêâèâàëåíòåí ñèñòåì ñî ïî÷åòíèîò ñèñòåì.

4.2.2 Êîãà íå ôóíöèîíèðà Ãàóñîâèîò ìåòîä

Ãàóñîâèîò ìåòîä íà åëèìèíàöèjà íå ñåêîãàø ôóíêöèîíèðà èäåàëíî. Ñëåäíèòå

ïðèìåðè ãè îáðàáîòóâààò ñëó÷àèòå êîãà Ãàóñîâèîò ñèñòåì íå ôóíêöèîíèðà.

Çàäà÷à 68. Äà ñå ðåøè ñèñòåìîò:


2y +z = 5

x +y −z = 2

x −2y +3z = 0.

.

Ðåøåíèå. Ñèñòåìîò ãî çàïèøóâàìå âî ìàòðè÷íà ôîðìà è çàáåëåæóâàìå äåêà 0

èìà íà ïîçèöèjàòà íà êîjà òðåáà äà å ïèâîòîò. Îâîj ïðîáëåì ñå åëèìèíèðà ñî

çàìåíà íà äâå ðåäèöè âî ìàòðèöàòà (âî ñëó÷àjîò ïðâàòà è âòîðàòà ðåäèöà). Îâàà

òðàíñôîðìàöèjà å åêâèâàëåíòíà íà ïðîìåíà íà ðåäîñëåäîò íà ïðâàòà è âòîðàòà

ðàâåíêà âî ñèñòåìîò. 0 2 1 5

1 1 −1 2

1 −2 3 0

 ∼

 1 1 −1 2

0 2 1 5

1 −2 3 0

 ∼

 1 1 −1 2

0 2 1 5

0 −3 4 −2

 ∼

 1 1 −1 2

0 2 1 5

0 0 11/2 11/2

 .



4.2. ÌÀÒÐÈ×ÅÍ ÎÁËÈÊ ÍÀ ÑÈÑÒÅÌ ÐÀÂÅÍÊÈ 53

Ïî òðàíñôîðìàöèjàòà ñèñòåìîò jà äîáèâà ñëåäíàòà ôîðìà:
x +y −z = 2

2y +z = 5

11/2z = 11/2.

,

ïà ðåøåíèåòî íà ñèñòåìîò å: x = 1, y = 2, z = 1.

Çàäà÷à 69. Äà ñå ðåøè ñèñòåìîò ëèíåàðíè ðàâåíêè:

{
x −2y = 1

2x −4y = 11
.

Ðåøåíèå. Îòêàêî ñèñòåìîò �êå ãî çàïèøåìå âî ìàòðè÷åí îáëèê è �êå ãî ïðèìåíèìå

Ãàóñîâèîò ìåòîä íà åëèìèíàöèjà ñå äîáèâà:[
1 −2 1

2 −4 11

]
∼

[
1 −2 1

0 0 9

]
.

Çàáåëåæóâàìå äåêà áðîjîò íà ïèâîòíè åëåìåíòè âî ãëàâíàòà ìàòðèöà (åäåí) å

ðàçëè÷åí îä áðîjîò íà ïèâîòè âî ïðîøèðåíàòà ìàòðèöà (äâà), ïà âî îâîj ñëó÷àj

ñèñòåìîò å ïðîòèâðå÷åí, îäíîñíî íåìà ðåøåíèå.

Çàäà÷à 70. Äà ñå ðåøè ñèñòåìîò ëèíåàðíè ðàâåíêè:
x +2y +2z +3w = 3

2x −z −w = 2

x +2y +6z −w = 3

x −2y +5z −12w = −1

.

Ðåøåíèå. Äàäåíèîò ñèñòåì �êå ãî ïðåòñòàâèìå âî ìàòðè÷íà ôîðìà è �êå ãî ïðè-

ìåíèìå ìåòîäîò íà åëèìèíàöèjà.
1 2 2 3 3

2 0 −1 −1 2

1 2 6 −1 3

1 −2 5 −12 −1

 ∼


1 2 2 3 3

0 -4 −5 −7 −4

0 0 4 −4 0

0 −4 3 −15 −4

 ∼


1 2 2 3 3

0 -4 −5 −7 −4

0 0 4 −4 0

0 0 8 −8 0

 ∼


1 2 2 3 3

0 -4 −5 −7 −4

0 0 4 −4 0

0 0 0 0 0

 .



54 ÃËÀÂÀ 4. ÑÈÑÒÅÌÈ ËÈÍÅÀÐÍÈ ÐÀÂÅÍÊÈ

Çàáåëåæóâàìå äåêà âî îâîj ñëó÷àj áðîjîò íà ïèâîò âî ãëàâíàòà ìàòðèöà å åäíàêîâ

íà áðîjîò íà ïèâîòè âî ïðîøèðåíàòà ìàòðèöà (òðè), íî å ïîìàë îä áðîjîò íà íå-

ïîçíàòè âî ñèñòåìîò. Âî âàêîâ ñëó÷àj ñèñòåìîò èìà áåñêîíå÷íî ìíîãó ðåøåíèjà.

Îä Ãàóñîâàòà åëèìèíàöèjà ñå äîáèâà åêâèâàëåíòíèîò ñèñòåì:
x +2y +2z +3w = 3

−4y −5z −7w = −4

4z −4w = 0

⇐⇒


x +2y = 3− 5w

−4y = −4 + 12w

z = w

⇐⇒


x = 1 + w

y = 1− 3w

z = w

⇐⇒


x

y

z

w

 =


1 + w

1− 3w

w

w

 , w ∈ R.

Êàêî øòî å èëóñòðèðàíî âî ïðåòõîäíèòå ïðèìåðè, âàæè:

(i) Aêî áðîjîò íà ïèâîòè âî ìàòðèöàòà A å åäíàêîâ íà áðîjîò íà ïèâîòè âî

ìàòðèöàòà [A|b] è íà áðîjîò íà íåïîçíàòè âî ñèñòåìîò, òîãàø ñèñòåìîò

èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå.

(ii) Aêî áðîjîò íà ïèâîòè âî ìàòðèöàòà A å åäíàêîâ íà áðîjîò íà ïèâîòè âî

ìàòðèöàòà [A|b], íî ïîìàë îä áðîjîò íà íåïîçíàòè âî ñèñòåìîò, òîãàø

ñèñòåìîò èìà áåñêîíå÷íî ìíîãó ðåøåíèjà.

(iii) Aêî áðîjîò íà ïèâîòè âî ìàòðèöàòà A å ðàçëè÷åí îä áðîjîò íà ïèâîòè

âî ìàòðèöàòà [A|b], òîãàø ñèñòåìîò íåìà ðåøåíèå.

Îâîj ðåçóëòàò å ïîçíàò êàêî òåîðåìà íà Êðîíåêåð-Êàïåëè.

4.3 Èíâåðçíà ìàòðèöà

Çà êâàäðàòíàòà ìàòðèöà A âåëèìå äåêà å èíâåðçèδèëíà äîêîëêó ïîñòîè ìàò-

ðèöà ìàòðèöà B, òàêâà øòî AB = BA = I. Âî ïîòâðäåí ñëó÷àj, ïîñòîè òî÷íî åäíà

âàêâà ìàòðèöà B. Ñå îçíà÷óâà ñî A−1 è ñå íàðåêóâà èíâåðçíà ìàòðèöà íà ìàòðè-

öàòà A. Àêî êâàäðàòíàòà ìàòðèöà A e èíâåðçèáèëíà, òîãàø è èíâåðçíàòà ìàòðèöà

A−1 å èíâåðçèáèëíà. Ïðèòîà, âàæè (A−1)−1 = A. Äàäåíà êâàäðàòíà ìàòðèöà îä

ðåä n å èíâåðçèáèëíà àêî è ñàìî àêî ïðè ñåêîjà Ãàóñîâà åëèìèíàöèjà ñå äîáèâààò
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n ïèâîòè. Åêâèâàëåíòíî, êâàäðàòíà ìàòðèöà A å èíâåðçèáèëíà àêî è ñàìî àêî

det(A) ̸= 0.

Àêî êâàäðàòíèòå ìàòðèöè A è B îä ðåä n ñå èíâåðçèáèëíè, òîãàø è íèâíèîò

ïðîèçâîä å èíâåðçèáèëíà ìàòðèöà. Ïðèòîà, âàæè (AB)−1 = B−1A−1. Çà ñåêîjà

êâàäðàòíà ìàòðèöà êîjà íå å èíâåðçèáèëíà âåëèìå äåêà å ñèí�óëàðíà.

4.3.1 Ïðåñìåòóâà»å èíâåðçíà ìàòðèöà

Àêî êâàäðàòíàòà ìàòðèöà A e èíâåðçèáèëíà, íåjçèíàòà èíâåðçíà ìîæå äà ñå

íàjäå ñî ïîìîø íà Ãàóñîâèîò ìåòîä íà åëèìèíàöèjà. Çà äà ñå îïðåäåëè A−1 ñå ïðàâè

Ãàóñîâà åëèìèíàöèjà íà ìàòðèöàòà [A|I] ñî öåë äà ñå äîáèå åäèíå÷íà ìàòðèöà íà

ìåñòîòî íà ìàòðèöàòà A. Òàêà, îä [A|I] ñå äîà�ãà äî [I|A−1]. Ïîñòàïêàòà �êå jà

èëóñòðèðàìå ñî ïðèìåð.

Çàäà÷à 71. Äà ñå íàjäå èíâåðçíàòà ìàòðèöà íà ìàòðèöàòà: A =

[
1 2

3 4

]
.

Ðåøåíèå.Áèäåj�êè det(A) = −2 ̸= 0, çàêëó÷óâàìå äåêà A å èíâåðçèáèëíà ìàòðèöà.
�Êå ïðèìåíèìå Ãàóñîâà åëèìèíàöèjà íà áëîê-ìàòðèöàòà [A|I].

[A|I] =

[
1 2 1 0

3 4 0 1

]
∼

3r1+r2→r2

[
1 2 1 0

0 −2 −3 1

]
∼

r1+r2→r1

[
1 0 −2 1

0 −2 −3 1

]
∼

−1/2r2→r2

[
1 0 −2 1

0 1 3/2 1/2

]
= [I|A−1].

Îäîâäå,

[
1 2

3 4

]−1

=

[
−2 1

3/2 1/2

]
.

4.3.2 Ïðèìåíà íà èíâåðçíà ìàòðèöà çà ðåøàâà»å

ñèñòåìè ëèíåàðíè ðàâåíêè

Ðåøåíèåòî íà äàäåí ñèñòåì îä ëèíåàðíè ðàâåíêè ìîæå äà ñå íàjäå è ñî ïîìîø

íà èíâåðçíè ìàòðèöè êîðèñòåj�êè ãè ñëåäíèòå ðåçóëòàòè:

i) Àêî êâàäðàòíàòà ìàòðèöà A e èíâåðçèáèëíà, òîãàø âåêòîðîò x = A−1b å

ðåøåíèå íà ñèñòåìîò Ax = b.

ii) Àêî ñèñòåìîò Ax = 0 èìà íåòðèâèjàëíî ðåøåíèå, òîãàø ìàòðèöàòà A íå å

èíâåðçèáèëíà.
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Çàäà÷à 72. Äà ñå ðåøè ñèñòåìîò ðàâåíêè:


x +3y −2z = 3

3x +8y −5z = 8

2x +4y +z = 7

.

Ðåøåíèå. Íåêà:

A =

 1 3 −2

3 8 −5

2 4 1

 , b =
 3

8

7

 , x =

 x

y

x

 .
Äàäåíèîò ñèñòåì ãî çàïèøóâàìå âî ìàòðè÷íà ôîðìà

Ax = b.

Áèäåj�êè det(A) = −3, ìàòðèöàòà å èíâåðçèáèëíà, ïà ñèñòåìîò èìà åäèíñòâåíî

ðåøåíèå x = A−1b. Çà äà jà îïðåäåëèìå ìàòðèöàòà A−1 ãî ïðèìåíóâàìå Ãàóñîâèîò

ìåòîä íà åëèìèíàöèjà.

[A|I] =

 1 3 −2 1 0 0

3 8 −5 0 1 0

2 4 1 0 0 1

 ∼
r2−3r1→r2
r3−2r1→r3

 1 3 −2 1 0 0

0 −1 1 −3 1 0

0 −2 5 −2 0 1


∼

r3−2r2→r3
−2r2→r2

 1 3 −2 1 0 0

0 1 −1 3 −1 0

0 0 3 4 −2 1

 ∼
1/3r3→r3
r2+r3→r2

 1 3 0 11/3 −4/3 2/3

0 1 0 13/3 −5/3 1/3

0 0 1 4/3 −2/3 1/3


∼

r1−3r2→r1

 1 1 0 −28/3 11/3 −1/3

0 1 0 13/3 −5/3 1/3

0 0 1 4/3 −2/3 1/3

 = [I|A−1].

Îòòóêà, x =

 −28/3 11/3 −1/3

13/3 −5/3 1/3

4/3 −2/3 1/3


 3

8

7

 =

 −1

2

1

. Îäíîñíî: x = −1,

y = 2, z = 1.

4.4 Äîïîëíèòåëíè çàäà÷è

Çàäà÷à 73. Ïðåñìåòàj jà èíâåðçíàòà ìàòðèöà íà ìàòðèöàòà:

A =

 2 −3 5

1 −1 2

−2 3 4

 .
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Çàäà÷à 74. Çà êîjà âðåäíîñò íà x ìàòðèöàòà

A =


x 1 0 0

3 x 2 0

0 2 x 3

0 0 1 x


å:

a) ñèíãóëàðíà;

á) èíâåðçèáèëíà?

Çàäà÷à 75. Ñî ïðèìåíà íà Êðàìåðîâèòå ïðàâèëà äà ñå ðåøè ñèñòåìîò:

à)

{
x +3y = 2

3x −2y = 5
;

á)

{
x +3y = 2

−2x −3y = 5
.

Çàäà÷à 76. Ñî ïðèìåíà íà Êðàìåðîâèòå ïðàâèëà äà ñå ðåøè ñèñòåìîò:

à)


x +3y −2z = 3

3x +8y −5z = 8

2x +4y +z = 7

;

á)


x +4y −6z = 3

3x +8y −5z = 8

2x +4y +z = 7

;

â)


x +4y −6z = −1

3x +8y −5z = 8

2x +4y +z = 7

.

Çàäà÷à 77. Äèñêóòèðàj ãî, âî çàâèñíîñò îä ïàðàìåòàðîò a ∈ R, ñèñòåìîò:
x +2y +z = 3

x +3y −z = 4

2x +3y +(a− 1)z = 5

.

Çàäà÷à 78. Íåêà: A
[
1 2 1 3

]T
=
[
1 1 1 3

]T
è A

[
2 0 2 1

]T
=[

1 1 1 3
]T
. Îïðåäåëè ãî áðîjîò íà ïèâîòíè åëåìåíòè âî A.
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Çàäà÷à 79. Äà ñå íàjäàò ÷åòèðè áðîåâè êîè ãè èñïîëíóâààò ñëåäíèòå ÷åòèðè

óñëîâè:

1) Íèâíàòà ñóìà å 4;

2) Ðàçëèêàòà ìå�ãó ïðâèîò è ñóìàòà íà îñòàíàòèòå òðè å 3;

3) Ðàçëèêàòà ìå�ãó ñóìèòå íà ïðâèòå äâà è âòîðèòå äâà áðîjà å åäíàêâà íà 1;

4) Ðàçëèêàòà ìå�ãó âòîðèîò è ñóìàòà íà îñòàíàòèòå òðè áðîjà å 1.

Çàäà÷à 80. Kîãà ñèñòåìîò:

à)


x +y −z = −2

x −y +z = 4

2x +y −2z = −3

3x +az = 1

;

á)


x −y +z = −2

x +y −z = 4

2x +y +2z = −1

3x +2y +bz = 3

èìà ðåøåíèå?

Çàäà÷à 81. Çà êîjà âðåäíîñò íà a ∈ R, ñèñòåìîò:
2x +2y +3z = 0

x −y +z = 0

3x +5y +5z = 0

8x +12y +az = 0

èìà íàjìàëêó ðåøåíèjà?



Ãëàâà 5

Àíàëèòè÷êà ãåîìåòðèjà âî

ïðîñòîð

5.1 Ðàìíèíà

Ãåîìåòðèñêîòî ìåñòî íà òî÷êè êîè ãè çàäîâîëóâààò ðàâåíêèòå êîèøòî �êå áè-

äàò äàäåíè âî ïðîäîëæåíèå ñå íàðåêóâà ðàìíèíà. Ãåîìåòðèñêè ãëåäàíî ñòàíóâà

çáîð çà ò.í. äâîäèìåíçèîíàëåí àôèí ïîòïðîñòîð îä R3. Ñåêîjà ðàìíèíà å åäíîç-

íà÷íî îïðåäåëåíà ñî åäåí íåíóëòè âåêòîð øòî å íîðìàëåí íà íåà è ñî åäíà òî÷êà

øòî ëåæè âî ðàìíèíàòà. Ñåêîjà ðàìíèíà å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà è ñî òðèòå ñåã-

ìåíòè øòî ãè îòñåêóâà äîëæ êîîðäèíàòíèòå îñêè. Ñåêîjà ðàìíèíà å åäíîçíà÷íî

îïðåäåëåíà è ñî òðè íåêîëèíåàðíè òî÷êè øòî ëåæàò íà íåà.

5.1.1 Ðàâåíêè íà ðàìíèíà

Ïîñòîjàò íåêîëêó âèäîâè ðàâåíêè íà ðàìíèíà, âî çàâèñíîñò îä òîà ñî êîè

îájåêòè å îïðåäåëåíà.

59
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(i) Âåêòîðñêà ðàâåíêà íà ðàìíèíà. Ðàâåíêàòà:

(r⃗ − r⃗0) · n⃗ = 0, (5.1.1)

êàäå øòî r⃗ å ðàäèóñ-âåêòîð íà ïðîèçâîëíà òî÷êà îä ïðîñòîðîò, r⃗0 å

ðàäèóñ-âåêòîð íà òî÷êàòàM(x0, y0, z0) è n⃗ å ïðîèçâîëåí âåêòîð å âåê-

òîðñêà ðàâåíêà íà ðàìíèíàòà øòî ìèíóâà íèç òî÷êàòà M(x0, y0, z0)

è å íîðìàëíà íà âåêòîðîò n⃗.

(ii) Ñêàëàðíà ðàâåíêà íà ðàìíèíà. Ðàâåíêàòà:

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0, (5.1.2)

êàäå øòî A,B,C, x0, y0, z0 ñå ðåàëíè áðîåâè ò.ø. áàðåì åäåí îä A,B,C

å ðàçëè÷åí îä 0, å ñêàëàðíà ðàâåíêà íà ðàìíèíà êîjà ìèíóâà íèç

òî÷êàòà M(x0, y0, z0) è å íîðìàëíà íà âåêòîðîò n⃗ = [ A B C ]T .

(iii) Îïøòà ðàâåíêà íà ðàìíèíà. Ðàâåíêàòà:

Ax+By + Cz +D = 0, (5.1.3)

êàäå øòî A,B,C,D ñå ðåàëíè áðîåâè ò.ø. áàðåì åäåí îä A,B,C å

ðàçëè÷åí îä 0 å îïøòà ðàâåíêà íà ïðîèçâîëíà ðàìíèíà íîðìàëíà íà

âåêòîðîò n⃗ = [ A B C ]T .

(iv) Ñåãìåíòíà ðàâåíêà íà ðàìíèíà. Ðàâåíêàòà:

x

a
+
y

b
+
z

c
= 1, (5.1.4)

êàäå øòî a, b, c ∈ R ∪ {∞} å ñåãìåíòíà ðàâåíêà íà ðàìíèíà øòî

ìèíóâà íèç òî÷êèòå ñî êîîðäèíàòè (a, 0, 0), (0, b, 0) è (0, 0, c). (Äîêîëêó

íåêîj îä a, b, c å ∞, ñòàíóâà çáîð çà áåñêîíå÷íàòà òî÷êà îä ñîîäâåòíàòà

êîîðäèíàòíà îñêà, îäíîñíî òîãàø ðàìíèíàòà å ïàðàëåëíà ñî òàà îñêà).

Íåíóëòè íîðìàëåí âåêòîð íà ðàìíèíàòà å n⃗ = [ 1/a 1/b 1/c ]T . (Òó-

êà êîðèñòèìå êîíâåíöèjà 1/∞ = 0.)
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(v) Äåòåðìèíàíòíà ðàâåíêà íà ðàìíèíà. Íåêà A(xa, ya, za),

B(xb, yb, zb) è C(xc, yc, zc) ñå òðè íåêîëèíåàðíè òî÷êè. Òîãàø,

ðàâåíêàòà íà ðàìíèíàòà Σ øòî ìèíóâà íèç òî÷êèòå A,B,C å äàäåíà

ñî ñëåäíàòà äåòåðìèíàíòíà ðàâåíêà:

Σ :

∣∣∣∣∣∣∣
x− xa y − ya z − za

xb − xa yb − ya zb − za

xc − xa yc − ya zc − za

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ðàçâèâà»åòî íà îâàà äåòåðìèíàíòà âîäè êîí ñêàëàðíà, îäíîñíî îïøòà

ðàâåíêà íà ðàìíèíàòà.

5.1.2 Àãîë ìå�ãó äâå ðàìíèíè

Àãîë ìå�ãó äâå ðàìíèíè ñå äåôèíèðà êàêî àãîë ôîðìèðàí îä íèâíè íîðìàëíè

âåêòîðè øòî íå íàäìèíóâà π/2 ðàäèjàíè. Èìåíî, íåêà ñå äàäåíè ðàìíèíèòå Σ1 :

A1x+B1y+C1z+D1 = 0 è Σ2 : A2x+B2y+C2z+D2 = 0, ÷èè íîðìàëíè âåêòîðè

ñå: n⃗1 = [ A1 B1 C1 ]T è n⃗2 = [ A2 B2 C2 ]T , ñîîäâåòíî. Tîãàø àãîëîò ìå�ãó

Σ1 è Σ2 å îïðåäåëåí ñî:

∡(Σ1,Σ2) = min{∡(n⃗1, n⃗2), π − ∡(n⃗1, n⃗2)}

= arccos
|A1A2 +B1B2 + C1C2|√

A2
1 +B2

1 + C2
1

√
A2

2 +B2
2 + C2

2

. (5.1.5)

Íàïîìåíóâàìå äåêà ñåêîè äâà íåíóëòè âåêòîða p⃗ è q⃗ âî ïðîñòîðîò ôîðìèðààò äâà

àãëè; (îðèåíòèðàíèîò) àãîë ∡(p⃗, q⃗) ñå äîáèâà êîãà âåêòîðîò p⃗ ðîòèðà âî íàñîêà

íà äâèæå»å íà ñòðåëêèòå íà ÷àñîâíèêîò äîäåêà íå ñå ïîêëîïè ñî íàñîêàòà íà

q⃗, à äðóãèîò òàêîâ àãîë ∡(q⃗, p⃗) ñå äîáèâà êîãà p⃗ è q⃗ �êå ñè ãè çàìåíàò ìåñòàòà,

îäíîñíî ∡(q⃗, p⃗) = 2π−∡(p⃗, q⃗). Àêî âåêòîðèòå p⃗ è q⃗ ãè èçáåðåìå äà áèäàò íîðìàëíè

âåêòîðè íà äâå ðàìíèíè, òîãàø è âåêòîðèòå −p⃗,−q⃗ ñå èñòî òàêà íîðìàëíè âåêòîðè
íà ñîîäâåòíèòå ðàìíèíè, îä êàäå øòî ìèíèìàëíèîò àãîë ïî ñèòå êîìáèíàöèè íà

íîðìàëíè âåêòîðè ñå ñâåäóâà íà ìèíèìóì îä ∡(p⃗, q⃗) è π − ∡(p⃗, q⃗). Ïîñëåäíàòà

ôîðìóëà, (5.1.5), å äèðåêòíà ïîñëåäèöà îä êîñèíóñíà òåîðåìà è îä ôàêòîò äåêà

àãîëîò íå å ïîãîëåì îä π/2.
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Çàäà÷à 82. Íàjäè ðàâåíêà íà ðàìíèíà êîjà ìèíóâà íèç òî÷êàòà ñî êîîðäèíàòè

(1, 2, 3) è å íîðìàëíà íà âåêòîðîò n⃗ = [ 3 2 1 ].

Ðåøåíèå. Jà îçíà÷óâàìå áàðàíàòà ðàìíèíà ñî Σ. Ðàâåíêàòà (5.1.2) èìïëèöèðà

äåêà Σ : 3(x− 1) + 2(y − 2) + 1(z − 3) = 0. Ñî ñðåäóâà»å äîáèâàìå:

Σ : 3x+ 2y + z − 10 = 0.

Çàäà÷à 83. Íàjäè ðàâåíêà íà ðàìíèíà êîjà ìèíóâà íèç òî÷êàòà M(1, 2, 3) è å

ïàðàëåëíà íà ðàìíèíàòà Σ1 : x+ 2y + 3z − 4 = 0.

Ðåøåíèå. Jà îçíà÷óâàìå áàðàíàòà ðàìíèíà ñî Σ. Íàjïðâî ïðîâåðóâàìå äàëè òî÷-

êàòà M(1, 2, 3) ëåæè âî ðàìíèíàòà Σ1. Èìàìå ïðåäâèä äåêà M(1, 2, 3) ëåæè âî

Σ1 àêî è ñàìî àêî òðîjêàòà x = 1, y = 2 è z = 3 jà çàäîâîëóâà ðàâåíêàòà

x + 2y + 3z − 4 = 0. Âî êîíêðåòíèîò ñëó÷àj, 1 · 1 + 2 · 2 + 3 · 3 − 4 ̸= 0, øòî

çíà÷è äåêà òî÷êàòà M(1, 2, 3) íå ëåæè âî ðàìíèíàòà Σ1. Ñëåäñòâåíî, Σ ̸≡ Σ1.

Îä óñëîâîò íà çàäà÷àòà Σ||Σ1, ò.å. n⃗||n⃗1 = [ 1 2 3 ]T . Çàòîà ìîæåìå äà èçáåðåìå

n⃗ = n⃗1 (êîj áèëî èçáîð íà ïàðàëåëåí âåêòîð íà n⃗1 ðåçóëòèðà ñî äîáèâà»å íà èñòàòà

ðàìíèíà). Ñêàëàðíàòà ðàâåíêà íà áàðàíàòà ðàìíèíà å

Σ : 1(x− 1) + 2(y − 2) + 3(z − 3) = 0 ,

à îïøòàòà ðàâåíêà ãëàñè:

Σ : x+ 2y + 3z − 14 = 0 .

Íàïîìåíóâàìå äåêà, äîêîëêó òî÷êàòà M ëåæåøå íà Σ1, îäíîñíî jà çàäîâîëóâàøå

ðàâåíêàòà íà ðàìíèíàòà Σ1, òîãàø �êå èìàâìå: Σ ≡ Σ1.

Çàäà÷à 84. à) Çàïèøè jà ðàìíèíàòà îä çàäà÷àòà 82. âî ñåãìåíòåí îáëèê è íàj-

äè ãè ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà ðàìíèíàòà ñî êîîðäèíàòíèòå îñêè.

á) Ïðåñìåòàj ãî âîëóìåíîò íà òåòðàåäàðîò ôîðìèðàí îä ðàìíèíàòà Σ è êîîð-

äèíàòíèòå ðàìíèíè.

Ðåøåíèå. à) Îä çàäà÷àòà 82., îïøòàòà ðàâåíêà íà ðàìíèíàòà å:

Σ : 3x+ 2y + z − 10 = 0.

Èñòàòà ñå òðàíñôîðìèðà âî îáëèê:

Σ :
x
10
3

+
y
10
2

+
x

10
= 1.
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Îä ïîñëåäíàòà ðàâåíêà çàêëó÷óâàìå äåêà Σ ãè ñå÷å êîîðäèíàòíèòå îñêè âî òî÷êèòå

ñî êîîðäèíàòè: (10/3, 0, 0), (0, 5, 0) è (0, 0, 10), ñîîäâåòíî.

á) Çàäà÷àòà ñå ñâåäóâà íà ïðåñìåòóâà»å íà âîëóìåíîò íà òåòðàåäàð ñî òå-

ìè»à âî òî÷êèòå (0, 0, 0), (10/3, 0, 0), (0, 5, 0) è (0, 0, 10). Îäîâäå, äîëæèíèòå íà

òðèòå ñòðàíè íà òðèàãîëíàòà ïèðàìèäà (ñî åäíî òåìå âî êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê)

ñå 10/3, 5 è 10. Áèäåj�êè êîîðäèíàònèòå îñêè ñå çàåìíî íîðìàëíè, çà âîëóìåíîò

äîáèâàìå: V = 1
6 · 10

3 · 5 · 10 = 250
9 .

Çàäà÷à 85. Íàjäè jà ðàâåíêàòà íà ðàìíèíàòà êîjà ìèíóâà íèç òî÷êàòà (3, 2, 1)

è îä êîîðäèíàòíèòå îñêè îòñåêóâà îòñå÷êè ÷èèøòî äîëæèíè ñå îäíåñóâààò êàêî

3 : 2 : 1 (îä x, y è z-îñêàòà, ñîîäâåòíî).

Ðåøåíèå. Ðàìíèíàòà øòî jà áàðàìå jà îçíà÷óâàìå ñî Σ. Íåêà ñåãìåíòíèîò îáëèê

íà ðàìíèíàòà ãëàñè:

Σ :
x

a
+
y

b
+
z

c
= 1.

Îä óñëîâîò íà çàäà÷àòà èìàìå a : b : c = 3 : 2 : 1. Çíà÷è,

Σ :
x

3c
+

y

2b
+
z

c
= 1.

Áèäåj�êè ðàìíèíàòà ìèíóâà íèç òî÷êàòà M , âàæè
3

3c
+

2

2c
+

1

c
= 1. Îòòóêà, c = 3.

Çàäà÷à 86. Íàjäè ðàâåíêà íà ðàìíèíà êîjà ìèíóâà íèç òî÷êèòåA(1, 0, 0), B(0, 2, 0)

è C(0, 0, 3).

Ðåøåíèå. Jà îçíà÷óâàìå áàðàíàòà ðàìíèíà ñî Σ. Àêî å ïîçíàò íîðìàëíèîò âåêòîð

íà ðàìíèíàòà n⃗ = [ A B C ]T , òîãàø îä ôîðìóëàòà (5.1.2) ñëåäóâà ðàâåíêàòà

íà Σ (çà òî÷êà ìîæå äà ñå èçáåðå áèëî êîjà îä òðèòå òî÷êè äàäåíè âî çàäà÷àòà).

Çíà÷è, ïðîáëåìîò ñå ñâåäóâà íà áàðà»å íà íîðìàëåí âåêòîð íà Σ (îäíîñíî âåêòîð

êîj øòî å íîðìàëåí íà êîj áèëî âåêòîð îä ðàìíèíàòà). Îä ñâîjñòâà íà âåêòîðñêè

ïðîèçâîä, ñîîäâåòåí âåêòîð n⃗ å ñåêîj âåêòîðñêè ïðîèçâîä íà äâà íåêîëèíåàðíè

âåêòîðà âî ðàìíèíàòà Σ. Îä äðóãà ñòðàíà, äâà âåêòîðà êîè ëåæàò âî ðàìíèíàòà

Σ ñå
−−→
AB = [ −1 2 0 ]T è

−→
AC = [ −1 0 3 ]T . Îòòàìó,

n⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

−1 2 0

−1 0 3

∣∣∣∣∣∣∣ = (6− 0)⃗i− (−3− 0)⃗j + (0 + 2)k⃗

= [ 6 3 2 ]T .
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Êîíå÷íî, ñî èçáîð íà òî÷êàòà A êîjà ëåæè âî ðàìíèíàòà, äîáèâàìå:

Σ : 6(x− 1) + 3(y − 0) + 2(z − 0) = 0 ,

Σ : 6x+ 3y + 2z − 6 = 0 .

Àëòåðíàòèâíî ðåøåíèå. Âî ñîãëàñíîñò ñî äåòåðìèíàòíàòà ðàâåíêà íà ðàìíèíà,

Σ :

∣∣∣∣∣∣∣
x− 1 y − 0 z − 0

0− 1 2− 0 0− 0

0− 1 0− 0 3− 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Çàäà÷à 87. Íàjäè ðàâåíêà íà ðàìíèíà êîjà å íîðìàëíà íà ðàìíèíèòå Σ1 : x +

2y + 3z + 1 = 0 è Σ2 : 3x+ 2y + z − 2 = 0 è ìèíóâà íèç òî÷êàòà M(1, 2, 3).

Ðåøåíèå. Çà ÷èòàòåëîò.

5.2 Ïðàâà

Ñëè÷íî êàêî è ðàìíèíàòà, ãåîìåòðèñêîòî ìåñòî íà òî÷êè êîè çàäîâîëóâààò

íåêîjà îä ðàâåíêèòå êîè �êå áèäàò äàäåíè âî ïðîäîëæåíèå, ñå íàðåêóâà ïðàâà.

Ãåîìåòðèñêè ãëåäàíî ñòàíóâà çáîð çà ò.í. åäíîäèìåíçèîíàëåí àôèí ïîòïðîñòîð îä

R3. Ñåêîjà ïðàâà å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà ñî åäåí íåíóëòè âåêòîð øòî å ïàðàëåëåí

íà íåà è ñî åäíà òî÷êà øòî ëåæè íà ïðàâàòà. Ñåêîjà ïðàâà å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà

è ñî äâå òî÷êè øòî ëåæàò íà íåà.

5.2.1 Ðàâåíêè íà ïðàâà

Ïîñòîjàò íåêîëêó âèäîâè ðàâåíêè íà ïðàâà.
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(i) Âåêòîðñêà ðàâåíêà íà ïðàâà. Ðàâåíêàòà:

r⃗ = r⃗0 + tp⃗, (5.2.1)

êàäå øòî r⃗0 å ðàäèóñ-âåêòîðîò íà òî÷êàòà M(x0, y0, z0) à p⃗ å ïðîèç-

âîëåí íåíóëòè âåêòîð, å âåêòîðñêà ðàâåíêà íà ïðàâà êîjà ìèíóâà

íèç òî÷êàòà M(x0, y0, z0) è å ïàðàëåëíà ñî âåêòîðîò p⃗ = [ a b c ]T .

Âåêòîðîò p⃗ ñå íàðåêóâà âåêøîð íà èðàâåö íà ïðàâàòà. Âåêòîðñêàòà

ðàâåíêà íà ïðàâà ìîæå äà ñå çàïèøå è âî ñëåäíèîò ìàòðè÷åí îáëèê: x

y

z

 =

 x0

y0

z0

+ t

 a

b

c

 , t ∈ R.

(ii) Ïàðàìåòàðñêà ðàâåíêà íà ïðàâà. Ñèñòåìîò:
x = x0 + ta

y = y0 + tb , t ∈ R
z = z0 + tc

, (5.2.2)

êàäå øòî x0, y0, z0, a, b è c ñå ðåàëíè áðîåâè ò.ø. áàðåì åäåí îä a, b, c

å ðàçëè÷åí îä 0, å ïàðàìåòàðñêà ðàâåíêà íà ïðàâà êîjà ìèíóâà íèç

òî÷êàòà M(x0, y0, z0) è å ïàðàëåëíà íà âåêòîðîò p⃗ = [ a b c ]T .

(iii) Êàíîíè÷íà ðàâåíêà íà ïðàâà. Ðàâåíêàòà:

x− x0
a

=
y − y0
b

=
z − z0
c

, (5.2.3)

êàäå øòî x0, y0, z0, a, b è c ñå ðåàëíè áðîåâè ò.ø. áàðåì åäåí îä a, b, c

å ðàçëè÷åí îä 0, å êàíîíè÷ía ðàâåíêà íà ïðàâà êîjà ìèíóâà íèç

òî÷êàòà M(x0, y0, z0) è å ïàðàëåëíà íà âåêòîðîò p⃗ = [ a b c ]T (íå å

èñêëó÷åí ñëó÷àjîò äà íåêîj îä áðîåâèòå a, b, c e 0; àêî íà ïðèìåð a = 0,

òîãàø ïîä
x− x0

0
ïîäðàçáèðàìå x − x0 = 0; aíàëîãíî è âî äðóãèòå

ñëó÷àè).
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(iv) Ðàâåíêà íà ïðàâà íèç äâå òî÷êè. Íåêà M0(x0, y0, z0) è

M1(x1, y1, z1) ñå äâå òî÷êè. Òîãàø, ðàâåíêàòà íà ïðàâàòà øòî ìèíó-

âà íèç òî÷êèòå M0 è M1 å äàäåíà ñî ñëåäíàòà ðàâåíêà:

x− x0
x1 − x0

=
y − y0
y1 − y0

=
z − z0
z1 − z0

. (5.2.4)

Íàïîìåíóâàìå äåêà ïîñëåäíàòà ðàâåíêà å äîáèåíà êàêî êàíîíè÷íà ðà-

âåíêà íà ïðàâà êîjà ìèíóâà íèç òî÷êàòàM0 è å ïàðàëåëíà íà âåêòîðîò−−−−→
M0M1 = [ x1 − x0 y1 − y0 z1 − z0 ]T .

5.2.2 Àãîë ìå�ãó äâå ïðàâè

Íåêà ñå äàäåíè ïðàâèòå p :
x− x0
a1

=
y − y0
b1

=
z − z0
c1

è q :
x− x′0
a2

=

y − y′0
b2

=
z − z′0
c2

. Àãîë ìå�ãó äâåòå ïðàâè ñå äåôèíèðà êàêî ïîìàëèîò àãîë øòî

ãî çàôà�êààò ïðàâèòå. Ñî äðóãè çáîðîâè, çåìàj�êè âåêòîðè p⃗ = [ a1 b1 c1 ]T è

q⃗ = [ a2 b2 c2 ]T , àãîëîò ìå�ãó ïðàâèòå p è q å:

∡(p, q) = min{∡(p⃗, q⃗), π − ∡(p⃗, q⃗)}

= arccos
|a1a2 + b1b2 + c1c2|√

a21 + b21 + c21
√
a22 + b22 + c22

. (5.2.5)

Ñåêîè äâå íåïàðàëåëíè ïðàâè ôîðìèðààò äâà àãëè ÷èj çáèð å π. Îä äîãîâîðîò

äåêà àãîëîò òðåáà äà áèäå íàjìíîãó π/2, ñëåäóâà ôîðìóëàòà (5.2.5).

Çàäà÷à 88. Íàjäè ðàâåíêà íà ïðàâà êîjà ìèíóâà íèç òî÷êàòà M(−1, 2,−3) è å

ïàðàëåëíà íà âåêòîðîò p⃗ = [ 3 2 1 ]T âî:

à) âåêòîðñêè îáëèê;

á) êàíîíè÷åí îáëèê;

â) ïàðàìåòàðñêè îáëèê.

Ðåøåíèå. Ðàäèóñ-âåêòîðîò íà òî÷êàòà ñî êîîðäèíàòè (x0, y0, z0) âî îäíîñ íà êî-

îðäèíàòíèîò ïî÷åòîê êàêî ðåôåðåíòíà òî÷êà å âåêòîðîò [ x0 y0 z0 ]T .

à) Íåêà r⃗ å ðàäèóñ-âåêòîðîò íà ïðîèçâîëíà òî÷êà (x, y, z) îä ïðàâàòà. Òîãàø, âåê-

òîðñêàòà ðàâåíêà íà ïðàâàòà å:

[x y z ]T = [−1 2 − 3 ]T + t[ 3 2 1 ]T t ∈ R . (5.2.6)



5.2. ÏÐÀÂÀ 67

á) Ñî åäíîñòàâíà çàìåíà ñå äîáèâà:

x+ 1

3
=
y − 2

2
=
z + 3

1
. (5.2.7)

â) Îâà å ñòàíäàðäíà ïîñòàïêà íà ïàðàìåòðèçàöèjà. Íåêà

x+ 1

3
=
y − 2

2
=
z + 3

1
= t.

Jàñíî å äåêà ñî âàðèðà»å íà x, y, z âî ìíîæåñòâîòî ðåàëíè áðîåâè òàêà øòî èñòèòå

äà ãî çàäîâîëóâààò óñëîâîò (5.2.7) ñå äîáèâààò ñèòå ìîæíè ðåàëíè âðåäíîñòè. Îä

òóêà äîáèâàìå: 
x = −1 + 3t

y = 2 + 2t, t ∈ R
z = −3 + t

. (5.2.8)

Äà çàáåëåæèìå äåêà ïàðàìåòàðñêèîò è êàíîíè÷íèîò îáëèê íà ðàâåíêàòà íà

ïðàâà ñå äîáèâààò îä âåêòîðñêèîò îáëèê íà ðàâåíêàòà íà ïðàâà. Íàâèñòèíà, îä

ðàâåíêàòà (5.2.6) äîáèâàìå [ x+ 1 y − 2 z + 3 ]T = [ 3t 2t t ]T îä êàäå øòî

ñëåäóâà: 
x +1 = 3t

y −2 = 2t; t ∈ R
z +3 = t

, (5.2.9)

øòî å ïàðàìåòàðñêèîò îáëèê íà ïðàâàòà. Êàíîíè÷íèîò îáëèê íà ïðàâàòà ñå äî-

áèâà ïî èçðàçóâà»å íà t îä ñåêîjà îä òðèòå ðàâåíêè âî ñèñòåìîò (5.2.9) è íèâíî

èçåäíà÷óâà»å.

Çàäà÷à 89. Íàjäè ðàâåíêà íà ïðàâà (âî êàíîíè÷åí îáëèê) êîjà ìèíóâà íèç òî÷êàòà

M(−1, 2,−3) è å ïàðàëåëíà íà ïðàâàòà q :
x

−1
=
y + 1

3
=
z − 3

2
.

Ðåøåíèå.Íåêà p å áàðàíàòà ïðàâà. Îä óñëîâîò íà çàäà÷àòà, çà âåêòîðîò íà ïðàâåö

p⃗ ìîðà äà âàæè p⃗||q⃗ = [ −1 3 2 ]T . Ñëè÷íî êàêî è ïðåòõîäíî, çà âåêòîð p⃗ ìîæå

äà ãî èçáåðåìå êîj áèëî âåêòîð øòî å ïàðàëåëåí ñî âåêòîðîò q⃗. Èçáèðàìå p⃗ = q⃗.

Çà ðàâåíêàòà íà ïðàâàòà äîáèâàìå:

p :
x+ 1

−1
=
y − 2

3
=
z + 3

2
.

Çàäà÷à 90. Íàjäè ðàâåíêà íà ïðàâà êîjà ìèíóâà íèç òî÷êèòå A(1, 2, 3) è B(3, 2, 1).

Ðåøåíèå.Íåêà áàðàíàòà ïðàâà jà îçíà÷èìå ñî p. Ñî îãëåä íà òîà äåêà ïðàâàòà

p ìèíóâà íèç òî÷êèòå A è B, çà ñåêîj âåêòîð íà ïðàâåö p⃗ âàæè p⃗||
−−→
AB. Èçáèðàìå

p⃗ =
−−→
AB = [ 2 0 −2 ]T . Oòòóêà,

p :
x− 1

2
=
y − 2

0
=
z − 3

−2
.
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Çàäà÷à 91. Âî êàêîâ çàåìåí îäíîñ ñå ïðàâèòå:

à) p :
x− 1

4
=
y − 7

2
=
z − 5

8
è q :

x− 3

2
=
y − 8

1
=
z − 9

4
;

á) p :
x− 3

2
=
y − 8

1
=
z − 9

4
è q :

x− 6

3
=
y + 1

−2
=
z

1
?

Âî ñëó÷àj ïðàâèòå äà ñå ñå÷àò, íàjäè jà ïðåñå÷íàòà òî÷êà.

Ðåøåíèå. Äâå ïðàâè âî ïðîñòîð ìîæå äà ñå ñå÷àò, äà ñå ïàðàëåëíè èëè äà ñå

ðàçìèíóâààò. Äà çàáåëåæèìå äåêà äâå ïðàâè âî ïðîñòîð ñå ñå÷àò àêî è ñàìî àêî

ëåæàò âî åäíà ðàìíèíà è íå ñå ïàðàëåëíè.

à) Îä êàíîíè÷íèòå ðàâåíêè íà ïðàâèòå çàêëó÷óâàìå äåêà ïðàâàòà p ìèíóâà íèç

òî÷êàòà P (1, 7, 5) è å ïàðàëåëíà íà âåêòîðîò p⃗ = [ 4 2 8 ]T , è äåêà ïðàâàòà

q ìèíóâà íèç òî÷êàòà Q(3, 8, 9) è å ïàðàëåëíà íà âåêòîðîò q⃗ = [ 2 1 4 ]T . Ãî

êîðèñòèìå ñëåäíîòî ñâîjñòâî íà ìåøàí ïðîèçâîä:

Âåêòîðèòå a⃗, b⃗, c⃗ ñå êîìïëàíàðíè (ëåæàò âî èñòà ðàìíèíà) àêî è ñàìî àêî

(⃗a, b⃗, c⃗) = 0.

Ñëåäñòâåíî, ïðàâèòå p è q ñå êîìïëàíàðíè àêî è ñàìî àêî (p⃗, q⃗,
−−→
PQ) = 0. Òîãàø,

−−→
PQ = [ 2 1 4 ]T (âî íàøèîâ ñëó÷àj îâîj âåêòîð å íåáèòåí çàðàäè òîà øòî p⃗||q⃗,
ìå�ãóòîà îä òåõíè÷êè ïðè÷èíè ãî ïðåñìåòóâàìå) è

(p⃗, q⃗,
−−→
PQ) =

∣∣∣∣∣∣∣
4 2 8

2 1 4

2 1 4

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Áèäåj�êè p⃗||q⃗, äîáèâàìå ïàðàëåëíîñò íà ïðàâèòå p è q.
á) Jà êîðèñòèìå òåõíèêàòà îä à). Ïðàâàòà p ìèíóâà íèç òî÷êàòà P (3, 8, 9) è å

ïàðàëåëíà íà âåêòîðîò p⃗ = [ 2 1 4 ]T , à ïðàâàòà q ìèíóâà íèç òî÷êàòàQ(6,−1, 0)

è å ïàðàëåëíà íà âåêòîðîò q⃗ = [ 3 −2 1 ]T . Äîáèâàìå:
−−→
PQ = [ 3 −9 −9 ]T è

(p⃗, q⃗,
−−→
PQ) =

∣∣∣∣∣∣∣
2 1 4

3 −2 1

3 −9 −9

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Çàêëó÷óâàìå äåêà ïðàâèòå p è q ñå êîìïëàíàðíè. Î÷èãëåäíî p⃗ ∦ q⃗, øòî ïîâëåêóâà
äåêà p è q ñå ñå÷àò.
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Äà ãî íàjäåìå ïðåñåêîò. Îä ïàðàìåòàðñêèòå ðàâåíêè íà ïðàâèòå

p :


x = 3 +2t1

y = 8 + t1; t1 ∈ R,
z = 9 +4t1

q :


x = 6 +3t2

y = −1 −2t2; t2 ∈ R
z = t2

,

äîáèâàìå: 
x = 3 + 2t1 = 6 + 3t2,

y = 8 + t1 = −1− 2t2, ; t1, t2 ∈ R
z = 9 + 4t1 = t2

. (5.2.10)

Ðåøåíèå íà ñèñòåìîò å t1 = t2 = −3. Ñëåäñòâåíî, ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà ïðàâèòå å

òî÷êàòà (−3, 5,−3).

Çàäà÷à 92. Íàjäè ïðèìåð íà äâå ïðàâè øòî ñå ðàçìèíóâààò.

Ðåøåíèå. Èçáèðàìå äâå ïàðàëåëíè ðàìíèíè. Íà ñåêîjà îä ðàìíèíèòå èçáèðàìå

ïî åäíà ïðàâà, òàêà øòî èçáðàíèòå äâå ïðàâè íå ñå ïàðàëåëíè.

5.3 Çàåìåí îäíîñ

5.3.1 Çàåìåí îäíîñ íà ðàìíèíè

Äâå ðàìíèíè âî ïðîñòîð ìîæàò äà èìààò èëè äà íåìààò çàåäíè÷êà òî÷êà. Ñî

äðóãè çáîðîâè, íèâíèîò ïðåñåê ìîæå äà å ïðàçåí èëè íåïðàçåí. Äîêîëêó ïðåñåêîò å

ïðàçåí, âåëèìå äåêà ðàìíèíèøå ñå èàðàëåëíè. Îä äðóãà ñòðàíà, äîêîëêó ïðåñåêîò

å íåïðàçåí, âåëèìå äåêà ðàìíèíèøå ñå ñå÷àø. Òîãàø ïðåñåêîò å ïðàâà (àêî ðàì-

íèíèòå ñå ðàçëè÷íè) èëè ðàìíèíà (àêî ðàìíèíèòå ñå ñîâïà�ãààò). Âî ïðîäîëæåíèå

ãè ðàçjàñíóâàìå ïðè÷èíèòå ïîçàäè íàâåäåíèòå ôàêòè.

Íåêà Σ1 : A1x + B1y + C1z + D1 = 0 è Σ2 : A2x + B2y + C2z + D2 = 0

ñå äâå (íåçàäîëæèòåëíî ðàçëè÷íè) ðàìíèíè ñî íåïðàçåí ïðåñåê. Åêâèâàëåíòíî,

ñèñòåìîò: {
A1x+B1y + C1z +D1 = 0

A2x+B2y + C2z +D2 = 0
(5.3.1)

îä äâå ðàâåíêè ñî òðè íåïîçíàòè x, y, z èìà áàðåì åäíî ðåøåíèå (x0, y0, z0) (îäíîñíî

å íåïðîòèâðå÷åí). Ñî îãëåä íà òîà äåêà áðîjîò íà ðàâåíêè íà îâîj ñèñòåì å ïîìàë

îä áðîjîò íà íåïîçíàòè, îä òåîðåìàòà íà Êðîíåêåð-Êàïåëè ñëåäóâà äåêà ñèñòåìîò

èìà áåñêîíå÷íî ìíîãó ðåøåíèjà. Îïøòîòî ðåøåíèå ñå èçðàçóâà ñî ïîìîø íà åäåí

èëè äâà ñëîáîäíè ïàðàìåòðà. Âî ïðâèîò ñëó÷àj ïðåñåêîò íà ðàìíèíèòå å ïðàâà (ò.å.
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åäíîäèìåíçèîíàëåí àôèí ïîòïðîñòîð îä R3), äîäåêà âî âòîðèîò ñëó÷àj ïðåñåêîò å

ðàìíèíà (ò.å. äâîäèìåíçèîíàëåí àôèí ïîòïðîñòîð îä R3). Çíà÷è, âî ïðâèîò ñëó÷àj,

ñåêîè òðè òî÷êè îä ïðåñåêîò ñå êîëèíåàðíè, äîäåêà âî âòîðèîò ñëó÷àj ïîñòîjàò òðè

íåêîëèíåàðíè òî÷êè êîè ñå âî ïðåñåêîò íà Σ1 è Σ2, òîãàø äîáèâàìå äåêà Σ1 ≡ Σ2

(Õèëáåðòîâà àêñèîìà: íèç òðè íåêîëèíåàðíè òî÷êè ìèíóâà åäèíñòâåíà ðàìíèíà).

Îòòàìó, çàêëó÷îêîò äåêà àêî äâå ðàìíèíè ñå ñå÷àò, òîãàø òèå èëè ñå ñîâïà�ãààò

èëè ñå ñå÷àò âî ïðàâà. Âî íàðåäíàòà çàäà÷à å ïðèêàæàíà òåõíèêàòà çà íàî�ãà»å

åêñïëèöèòíà ðàâåíêà íà ïðåñå÷íàòà ïðàâà.

Çàäà÷à 93. Íàjäè ãî ïðåñåêîò íà ðàìíèíèòå: Σ1 : 2x+3y+5z = 3 è Σ2 : x+y+2z =

1.

Ðåøåíèå. Ëåñíî ñå óòâðäóâà äåêà äâåòå ðàìíèíè èìààò çàåäíè÷êà òî÷êà (íà

ïðèìåð òî÷êàòà (0, 1, 0)). Âî ñèñòåìîò (5.3.7) çàìåíóâàìå z = 0 (ïîòðåáíî å åäíî

ðåøåíèå ïà çà ïîëåñíî ðåøàâà»å íà ñèñòåìîò èçáèðàìå åäíà îä ïðîìåíëèâèòå

äà áèäå 0, íàj÷åñòî òîà å ïðîìåíëèâàòà ñî íàjãîëåìè êîåôèöèåíòè). Çíà÷è, ãî

ðåøàâàìå ñèñòåìîò 
2x+ 3y + 5z − 3 = 0

x+ y + 2z − 1 = 0

z = 0

. (5.3.2)

Ðåøåíèåòî íà îâîj ñèñòåì ãëàñè: x = 0, y = 1, z = 0. Jàñíî å äåêà ðàìíèíèòå Σ1

è Σ2 íå ñå ñîâïà�ãààò (íàâèñòèíà, èìààò íåïàðàëåëíè íîðìàëíè âåêòîðè). Çíà÷è,

äâåòå ðàìíèíè ñå ñå÷àò. Íåêà ñî p jà îçíà÷èìå áàðàíàòà ïðåñå÷íà ïðàâà. Íåjçèíèîò

ïðàâåö ãî îçíà÷óâàìå ñî p⃗, ò.å. p⃗ å ïðîèçâîëåí íåíóëòè âåêòîð ïàðàëåëåí ñî ïðàâàòà

p. Çàäà÷àòà ñå ñâåäóâà íà íàî�ãà»å íà p⃗ è íà íàî�ãà»å íà åäíà (ïðîèçâîëíà) òî÷êà

îä ïðàâàòà.

Ñî îãëåä íà òîà äåêà p = Σ1∩Σ2, âàæè: n⃗1⊥p⃗ è n⃗2⊥p⃗, êàäå øòî n⃗1, n⃗2 ñå íîðìàëíèòå
âåêòîðè íà ðàìíèíèòå Σ1,Σ2, ñîîäâåòíî. Ìîæå äà ãè êîðèñòèìå:

n⃗1 = [ 2 3 5 ]T è n⃗2 = [ 1 1 2 ]T .

Äîâîëíî å äà èçáåðåìå:

p⃗ = n⃗1 × n⃗2 =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

2 3 5

1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣ =
 1

1

−1

 . (5.3.3)

Áèäåj�êè èìàìå åäíà òî÷êà îä ïðàâàòà (èìåíî òî÷êàòà (0, 1, 0)) è âåêòîð êîj å

ïàðàëåëåí íà ïðàâàòà (èìåíî p⃗ = [ 1 1 −1 ]T ), äîáèâàìå

p :
x

1
=
y − 1

1
=

z

−1
.
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Äà çàáåëåæèìå äåêà èñòàòà çàäà÷à ìîæå äà ñå ôîðìóëèðà è íà ñëåäíèîò íà÷èí:

Íàjäè êàíîíè÷íà ðàâåíêà íà ïðàâàòà:{
2x+ 3y + 5z − 3 = 0

x+ y + 2z − 1 = 0
. (5.3.4)

Çàäà÷à 94. Ïðåñìåòàj ãî àãîëîò ìå�ãó ïðàâèòå:{
x+ 2y + z − 1 = 0

x− y − z − 1 = 0
,

{
x− y − z − 1 = 0

x− y + 2z + 1 = 0
. (5.3.5)

Ðåøåíèå. Ïðâàòà ïðàâà jà îçíà÷óâàìå ñî p à âòîðàòà ñî q. Àíàëîãíî íà ïðåòõîä-

íàòà çàäà÷à çà ïðàâöèòå p⃗ è q⃗ äîáèâàìå:

p⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

1 2 1

1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣ =
 4

0

−4

 , q⃗ =
∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

1 −1 −1

1 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣ =
 −3

−3

0

 . (5.3.6)

Çà àãîëîò ìå�ãó ïðàâèòå äîáèâàìå:

∡(p, q) = arccos
|4 (−3)|√

42 + 42
√
32 + 33

= arccos
1

2
,

îä êàäå øòî: ∡(p, q) = π
3 .

Âî íàðåäíàòà çàäà÷à ñå ðàçãëåäàíè çàåìíèòå ïîëîæáè íà òðè ðàìíèíè. Åâå ãè

ñèòå ìîæíè ñëó÷àè: (1) ðàìíèíèòå ñå ñîâïà�ãààò, (2) ðàìíèíèòå ñå ñå÷àò âî åäíà

ïðàâà, (3) ðàìíèíèòå ñå ñå÷àò âî åäíà òî÷êà, èëè (4) ðàìíèíèòå íåìààò ïðåñå÷íè

òî÷êè.

Çàäà÷à 95. Äàäåíè ñå òðè ðàìíèíè: Σ1 : 3za2 − 3a + x + y + 1 = 0, Σ2 : 3x −
a− y + z(a2 + 4)− 5 = 0 è Σ3 : za2 − a− 4x+ 9y + 9 = 0. Äà ñå îïðåäåëè çà êîjà

âðåäíîñò íà ïàðàìåòàðîò a, ðàìíèíèòå èìààò:

à) áåñêîíå÷íî ìíîãó çàåäíè÷êè òî÷êè;

á) íèòó åäíà çàåäíè÷êà òî÷êà;

â) åäíà çàåäíè÷êà òî÷êà;

ã) Êàêâà å çàåìíàòà ïîëîæáà íà ðàìíèíèòå âî ïðåòõîäíèòå ñëó÷àè?

Ðåøåíèå. Ãî ðàçãëåäóâàìå ñèñòåìîò:
x +y +3a2z = 3a− 1

3x −y +(a2 + 4)z = 5 + a

−4x +9y +a2z = a− 9

.
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Çà íåãîâî ðåøàâà»å ãî ïðèìåíóâàìå Ãàóñîâèîò ìåòîä íà åëèìèíàöèjà. 1 1 3a2 3a− 1

3 −1 a2 + 4 5 + a

−4 9 a2 a− 9

 ∼

 1 1 3a2 3a− 1

0 −4 4− 8a2 8 + 8a

0 13 13a2 13a− 13



∼

 1 1 3a2 3a− 1

0 −1 1− 2a2 2 + 2a

0 1 a2 a− 1

 ∼

 1 1 3a2 3a− 1

0 1 a2 a− 1

0 0 1− a2 3a+ 1


Äîêîëêó a ̸= ±1 ãëàâíàòà ìàòðèöà íà ñèñòåìîò (èñòîâðåìåíî è ãëàâíàòà äåòåð-

ìèíàíòà íà ñèñòåìîò å íåíóëòà) èìà òðè íåíóëòè ïèâîòíè åëåìåíòè, ïà ñèñòåìîò

èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå èëè òðèòå ðàìíèíè ñå ñå÷àò âî åäíà òî÷êà. Çà a = ±1

ïîñëåäíàòà ðåäèöà (ðàâåíêà) ñå ñîñòîè ñàìî îä 0, à ñëîáîäíèîò ÷ëåí å ðàçëè÷åí

îä 0, îäíîñíî ãëàâíàòà ìàòðèöà íà ñèñòåìîò èìà äâà íåíóëòè ïèâîòíè åëåìåíòè, à

öåëàòà ìàòðèöà èìà òðè. Îä òåîðåìàòà íà Êðîíåêåð-Êàïåëè âàêâèîò ñèñòåì å ïðî-

òèâðå÷åí, øòî çíà÷è äåêà òîãàø ðàìíèíèòå èìààò ïðàçåí ïðåñåê. Äà çàáåëåæèìå

äåêà çà íèòó åäíà âðåäíîñò íà ïàðàìåòàðîò a ñèñòåìîò íåìà áåñêîíå÷íî ìíîãó

ðåøåíèjà, îäíîñíî ðàìíèíèòå íèòó ñå ñîâïà�ãààò íèòó ñå ñå÷àò âî åäíà ïðàâà.

Çàäà÷à 96. Íèç òî÷êàòà M(1, 2, 3) äà ñå ïîâëå÷å ïðàâà ïàðàëåëíà ñî ïðàâàòà:{
x +2y +3z − 4 = 0

x +2y −z + 1 = 0
. (5.3.7)

Ðåøåíèå. Çà ÷èòàòåëîò.

Çàäà÷à 97. Äà ñå íàjäå ðàñòîjàíèåòî îä òî÷êàòà M(1,−1, 1) äî ïðàâàòà:

p :
x+ 1

1
=
y − 1

2
=
z + 1

3
.

Ðåøåíèå. Îä êàíîíè÷êèîò îáëèê íà p äîáèâàìå äåêà òî÷êàòà P (−1, 1,−1) ëåæè

íà ïðàâàòà p è ïðàâåöîò íà ïðàâàòà å p⃗ = [ 1 2 3 ]T . Äà çàáåëåæèìå äåêà òî÷êà-

òà M íå ëåæè íà ïðàâàòà. Âèñèíàòà íà ïàðàëåëîãðàìîò îáðàçóâàí íàä âåêòîðèòå
−−→
PM è p⃗ ñïóøòåíà îä òî÷êàòà M å ðàñòîjàíèåòî îä M äî ïðàâàòà p. Ãî êîðèñòèìå

ñëåäíîòî ñâîjñòâî íà âåêòîðñêè ïðîèçâîä:

Çà ïëîøòèíàòà P íà ïàðàëåëîãðàìîò íàä âåêòîðèòå
−−→
AB è

−→
AC âàæè:

P = |
−−→
AB ×

−→
AC| . (5.3.8)
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Îä äðóãà ñòðàíà P = |p⃗|h, øòî âî êîìáèíàöèjà ñî ðàâåíêàòà (5.3.8) èìïëèöèðà:

h =
|p⃗×

−−→
PM |
|p⃗|

. (5.3.9)

Jàñíî,
−−→
PM = [ 2 −2 2 ]T è |p⃗ | =

√
14. Èñòî òàêà,

p⃗×
−−→
PM =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

1 2 3

2 −2 2

∣∣∣∣∣∣∣ =
 10

4

−6

 , |p⃗×
−−→
PM | =

√
152 = 2

√
38. (5.3.10)

Êîíå÷íî, ñî çàìåíà âî ðàâåíêàòà (5.3.9), äîáèâàìå: h = 2
√
19/

√
7.

Çàäà÷à 98. Äà ñå íàjäå ðàñòîjàíèåòî ìå�ãó äâåòå ïàðàëåëíè ïðàâè:

p :
x+ 1

1
=
y − 2

2
=
z + 3

3
, q :

x− 1

2
=
y

4
=
z − 1

6
.

Ðåøåíèå. Îä ïðàâàòà p èçáèðàìå ïðîèçâîëíà òî÷êà, íà ïðèìåð P (−1, 2,−3). Ïî-

òîà áàðàìå ðàñòîjàíèå îä P äî q. Äåòàëèòå ãè îñòàâàìå íà ÷èòàòåëîò.

Çàäà÷à 99. à) Íàjäè jà îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèjà íà òî÷êàòà M(7,−1, 0) âðç

ðàìíèíàòà Σ : 2x− z + 1 = 0.

á) Íàjäè ðàâåíêà íà íîðìàëà ñïóøòåíà îä A(0,−1, 1) êîí ïðàâàòà

p :

{
y = −1

x = 7− 2z
. (5.3.11)

â) Íàjäè jà ñèìåòðè÷íàòà òî÷êà íà M(7,−1, 0) âî îäíîñ íà ðàìíèíàòà Σ : 2x−
z + 1 = 0.

ã) Íàjäè jà ñèìåòðè÷íàòà òî÷êà íà A(0,−1, 1) âî îäíîñ íà ïðàâàòà

p :

{
y = −1

x = 7− 2z
. (5.3.12)

Íàïîìåíóâàìå äåêà ñèìåøðè÷íà øî÷êà íà gàgåíà øî÷êà A âî îgíîñ íà gàgåíà

ðàìíèíà (îgíîñíî èðàâà) å òî÷êàòà A′′ øòî ëåæè íà íîðìàëàòà íà ïðàâà (îäíîñíî

ðàìíèíà) êîjà ìèíóâà íèç A, à ðàñòîjàíèåòî îä A äî ðàìíèíàòà (îäíîñíî ïðàâàòà)

å åäíàêâî íà ðàñòîjàíèåòî îä A′′ äî ðàìíèíàòà (îäíîñíî ïðàâàòà).

Ðåøåíèå. à) Òî÷êà B å (îðòîãîíàëíà) ïðîåêöèjà íà òî÷êà A âðç ðàìíèíà π àêî è

ñàìî àêî B ∈ π å íàjáëèñêà äî òî÷êàòà A. Ñïîðåä òîà àêî B (òî÷êà îä ðàìíèíàòà

π) å ïðîåêöèjà íà òî÷êàòà A àêî è ñàìî àêî âåêòîðîò
−−→
AB å íîðìàëåí íà π.
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Ïðîâåðóâàìå äàëè äàäåíàòà òî÷êà M ëåæè íà ðàìíèíàòà Σ. Âî ïîòâðäåí ñëó÷àj,

ïðîåêöèjàòà å ñàìàòà òî÷êà M . Íî, âî íàøèîò ñëó÷àj âàæè M /∈ Σ. Çàòîà ïîâëå-

êóâàìå ïðàâà íèç òî÷êàòà M(7,−1, 0) ñî ïðàâåö n⃗ = [ 2 0 −1 ]. Îâàà ïðàâà jà

îçíà÷óâàìå ñî n. Íåjçèíà êàíîíè÷íà ðàâåíêà å:

n :
x− 7

2
=
y + 1

0
=

z

−1
. (5.3.13)

Ïðaâàòà n e íîðìàëíà íà ðàìíèíàòà Σ, è îòòàìó ïðîåêöèjàòà íà òî÷êàòà M å

ïðîáîäîò íà Σ è ïðàâàòà äàäåíà ñî ðàâåíêàòà (5.3.13). Îçíà÷óâàj�êè ãî îâîj ïðîáîä

ñî M ′, èìàìå:

M ′ :

 2x− z + 1 = 0
x− 7

2
=
y + 1

0
=

z

−1

⇐⇒



2x− z + 1 = 0

x = 7 + 2t

y = −1

z = −t
t ∈ R

. (5.3.14)

Ðåøåíèå íà ïîñëåäíèîò ñèñòåì å t = −3, x = 1, y = −1, z = 3, îäíîñíî:M ′(1,−1, 3).

á) Çà ïðàâåöîò íà ïðàâàòà p èìàìå:

p⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

0 1 0

1 0 2

∣∣∣∣∣∣∣ =
 2

0

−1

 . (5.3.15)

Åäíà òî÷êà îä ïðàâàòà p äîáèâàìå èçáèðàj�êè z = 0. Òîãàø, x = 7, y = −1. Îâàà

òî÷êà jà îçíà÷óâàìå ñî M(7,−1, 0). Ñëåäñòâåíî, ðàâåíêàòà íà ïðàâàòà p å äàäåíà

ñî (5.3.13). Íèç òî÷êàòà A ïîâëåêóâàìå ðàìíèíà Σ êîjà èìà íîðìàëåí âåêòîð

n⃗ = p⃗, îäíîñíî:

Σ : 2(x− 0) + 0(y + 1)− (z − 1) = 0,

Σ : 2x− z + 1 = 0 .

Ñåãà, çàäà÷àòà ñå ñâåäóâà íà íàî�ãà»å ïðåñåê íà Σ ñî ïðàâàòà (5.3.13). Ñå äîáèâà

äåêà òîà å òî÷êà A′(1,−1, 3), îä êàäå øòî áàðàíàòà íîðìàëà èìà ðàâåíêà:

n :
x− 1

1
=
y + 1

0
=
z − 3

2
. (5.3.16)

â) Ãî êîðèñòèìå ðåçóëòàòîò îä à). Ñïîðåä äåôèíèöèjàòà çà ñèìåòðè÷íà òî÷êà èìà-

ìå: MM ′ = M ′M ′′, ïðè øòî òî÷êèòå M,M ′,M ′′ ñå êîëèíåàðíè è ëåæàò íà íîð-

ìàëà íà ðàìíèíàòà Σ. Çíà÷è, òî÷êàòà M ′ å íà ñðåäèøíà íà îòñå÷êàòa MM ′′. Àêî
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M ′′(x′′, y′′, z′′), òîãàø îä âðñêàòà ìå�ãó êîîðäèíàòèòå äîáèâàìå:

M ′′ :


1 =

7 + x′′

2

−1 =
−1 + y′′

2

3 =
z′′

2

, (5.3.17)

îä êàäå øòî: M ′′(−5,−1, 6).

ã) Ãî êîðèñòèìå ðåçóëòàòîò îä á). Òî÷êèòå A,A′, A′′ ëåæàò íà ïðàâàòà p è îä

óñëîâîò çà ñèìåòðè÷íîñò, A′ å ñðåäèíà íà îòñå÷êàòà AA′′. Àêî A′′(x∗, y∗, z∗), òîãàø

àíàëîãíî íà â),

A′′ :


1 =

x∗

2

−1 =
−1 + y∗

2

3 =
1 + z∗

2

, (5.3.18)

îä êàäå øòî: A′′(2,−1, 5).

Çàäà÷à 100. Íàjäè jà ñèìåòðè÷íàòà òî÷êà íà M(1, 1, 1) âî îäíîñ íà:

à) ðàìíèíàòà Σ : 2x+ 3y − 5z − 4 = 0;

á) ïðàâàòà p :
x− 1

2
=
y + 1

−1
=
z − 3

3
.

Ðåøåíèå. Çàäà÷àòà ñå ðåøàâà ñëè÷íî êàêî è ïðåòõîäíàòà çàäà÷à. Äåòàëèòå ãè

îñòàâàìå íà ÷èòàòåëîò.

Çàäà÷à 101. Íàjäè (îðòîãîíàëíà) ïðîåêöèjà íà ïðàâàòà p :
x− 1

2
=

y + 1

−1
=

z − 3

3
âðç ðàìíèíàòà Σ : 2x+ 3y − 5z − 4 = 0.

Íàïîìåíóâàìå äåêà èðîåêöèjà íà èðàâà âðç ðàìíèíà å ìíîæåñòâîòî îä ïðîåê-

öèè íà ñèòå òî÷êè îä ïðàâàòà âðç ðàìíèíàòà. Ïðîåêöèjà íà ïðàâà âðç ðàìíèíà å

òî÷êà èëè ïðàâà. Íàâèñòèíà, àêî ïðàâàòà å íîðìàëíà íà ðàìíèíàòà, òîãàø ïðîåê-

öèjàòà íà ïðàâàòà âðç òàà ðàìíèíà å òî÷êà. Âî ñïðîòèâíî, äîêîëêó ïðîåêöèjàòà íà

ïðàâàòà ñîäðæè äâå ðàçëè÷íè òî÷êè, ïðîåêöèjàòà å ïðàâàòà øòî ìèíóâà íèç òèå

äâå òî÷êè; åêâèâàëåíòíî, ïðîåêöèjàòà å ïðåñåê íà ðàìíèíàòà âðç êîjà ïðîåêòèðàìå

ñî ðàìíèíà øòî å íîðìàëíà íà ïðâàòà ðàìíèíà è jà ñîäðæè ïðàâàòà.

Ðåøåíèå. Ïîâëåêóâàìå ðàìíèíà Σ1 òàêâà øòî ìèíóâà íèç ïðàâàòà p è å íîðìàëíà

íà Σ. Òîãàø, áàðàíàòà ïðàâà å ïðåñåê íà ðàìíèíèòå Σ è Σ1. Çíà÷è, ïðîáëåìîò ñå

ñâåäóâà íà íàî�ãà»å íà Σ1. Ïðàâåöîò íà p å p⃗ = [ 2 −1 3 ]T , à íîðìàëíèîò âåêòîð
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íà Σ å n⃗ = [ 2 3 −5 ]T . Îä Σ⊥Σ1 ñëåäóâà äåêà n⃗⊥n⃗1, êàäå øòî n⃗1 å íîðìàëåí
âåêòîð íà Σ1. Îä p ∈ Σ1 ñëåäóâà p⃗⊥n⃗1. Çíà÷è,

n⃗1 = p⃗× n⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

2 −1 3

2 3 −5

∣∣∣∣∣∣∣ =
 6

16

8

 . (5.3.19)

Òî÷êà øòî ëåæè íà Σ1 e P (1,−1, 3) ∈ p, îäíîñíî:

Σ1 : 6(x− 1) + 16(y + 1) + 8(z − 3) = 0,

Σ1 : 3x+ 8y + 4z − 7 = 0.

Ïðîåêöèjàòà íà ïðàâàòà p jà îçíà÷óâàìå ñî p′ è jà äîáèâàìå êàêî:

p′ :

{
2x+ 3y − 5z − 4 = 0

3x+ 8y + 4z − 7 = 0
. (5.3.20)

Îñòàòîêîò îä ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà ìó ãî îñòàâàìå íà ÷èòàòåëîò çà ñàìîñòîjíà

ðàáîòà.

Àëòåðíàòèâíî ðåøåíèå. Ñå çåìààò äâå òî÷êè îä ïðàâàòà è ñå ïðîåêòèðààò íà

ðàìíèíàòà. Íèç ïðîåêöèèòå íà äâåòå òî÷êè ñå ïîâëåêóâà ïðàâà. Ïðîâåðè äåêà ñî

îâàà ïîñòàïêà ñå äîáèâà èñòèîò ðåçóëòàò êàêî ðåçóëòàòîò îä ïðåòõîäíàòà çàäà÷à!

Çàäà÷à 102. Íàjäè ðàâåíêà íà ñèìåòðàëà íà àãîëîò ìå�ãó ïðàâèòå: p :
x− 3

2
=

y − 8

1
=
z − 9

4
è q :

x− 6

3
=
y + 1

−2
=
z

1

Ðåøåíèå. Äîêîëêó íè ñå ïîçíàòè äâå ðàçëè÷íè òî÷êè îä ñèìåòðàëàòà, ñî êîðèñ-

òå»å íà òåõíèêàòà îä çàäà÷àòà 90 ñå äîáèâà ðàâåíêàòà íà èñòàòà. Òàêà, ïðîáëåìîò

ñå ñâåäóâà íà äîáèâà»å íà òèå (êîè áèëî) äâå ðàçëè÷íè òî÷êè. Ïðàâèòå øòî ãî

ôîðìèðààò àãîëîò ñå èñòèòå îä çàäà÷àòà 91. Ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà òèå ïðàâè, äî-

áèåíà âî çàäà÷àòà 91, å (−3, 5,−3). Òàà å åäíà òî÷êà øòî ïðèïà�ãà íà ñèìåòðàëàòà.

Äà íàjäåìå è âòîðà òî÷êà îä ñèìåòðàëàòà. Ðàçãëåäóâàìå ðàìíîêðàê òðèàãîë-

íèê ñî òåìå âî ïðåñå÷íàòà òî÷êà. Òîãàø, âèñèíàòà âî òîj òðèàãîëíèê îä òåìåòî

âî êîå ïîâëåêóâàìå ñèìåòðàëà å èñòî òàêà è ñèìåòðàëà íà àãîëîò âî òåìåòî îä

òðèàãîëíèêîò. Ïðàâöèòå íà ïðàâèòå ñå p⃗ = [ 2 1 4 ]T è q⃗ = [ 3 −2 1 ]T è çà

êîñèíóñîò îä àãîëîò ìå�ãó íèâ âàæè:

cos∡(p⃗, q⃗) =
p⃗ · q⃗
|p⃗||q⃗|

=
8√

21
√
14

> 0, (5.3.21)
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îä êàäå øòî äîáèâàìå äåêà íà àãîëîò øòî ãî ôîðìèðààò ïðàâèòå å åäíàêîâ íà

àãîëîò øòî ãî ôîðìèðààò âåêòîðèòå p⃗ è q⃗ (âî ñëó÷àj âðåäíîñòà íà (5.3.21) äà å

íåãàòèâíà, òîãàø àãîëîò ìå�ãó ïðàâèòå å àãîëîò ìå�ãó âåêòîðèòå p⃗ è −q⃗).
Èçáèðàìå äâå òî÷êè P (x1, y1, z1) è Q(x2, y2, z2) îä ïðàâèòå p è q ñîîäâåòíî, à

íèâíèîò ïðåñåê ãî îçíà÷óâàìå ñî S. Ïðèòîà, òî÷êàòà P íåêà å îä êðàêîò îïðåäåëåí

ñî p⃗, à Q îä êðàêîò îïðåäåëåí ñî q⃗ êîè ñå íà ðàñòîjàíèå 1 îä S. Âåêòîðèòå
−→
SP è

−→
SQ íåêà ñå èñòî îðèåíòèðàíè ñî p⃗, q⃗, ñîîäâåòíî (âî ñëó÷àj àãîëîò ìå�ãó ïðàâèòå äà

å ∡(p⃗,−q⃗), òî÷êàòà Q jà èçáèðàìå òàêà øòî
−→
SQ èìà îðèåíòàöèjà êàêî −q⃗). Òîãàø,

−→
SP = [ x1 + 3 y1 − 5 z1 + 3 ]T =

p⃗

|p⃗ |
=

1√
21

[ 2 1 4 ]T ,

−→
SQ = [ x2 + 3 y2 − 5 z2 + 3 ]T =

q⃗

|q⃗ |
=

1√
14

[ 3 −2 1 ]T ,

(î÷èãëåäíî å äåêà âåêòîðèòå
−→
SP è

−→
SQ ñå íàñî÷åíè êàêî p⃗ è q⃗, ñîîäâåòíî) îä êàäå

øòî P (−3+
2√
21
, 5+

1√
21
,−3+

4√
21

) èQ(−3+
3√
14
, 5− 2√

14
,−3+

1√
14

). Ñðåäèøíàòà

òî÷êà íà îòñå÷êàòà PQ, îçíà÷åíà ñî S′(x∗, y∗, z∗), ëåæè íà ñèìåòðàëàòà îä êàäå

øòî:

S′ :



x∗ =
1

2

(
−3 +

2√
21

− 3 +
3√
14

)
= −3 +

1

2

(
2√
21

+
3√
14

)
y∗ =

1

2

(
5 +

1√
21

+ 5− 2√
14

)
= 5 +

1

2

(
1√
21

− 2√
14

)
z∗ =

1

2

(
−3 +

4√
21

− 3 +
1√
14

)
= −3 +

1

2

(
4√
21

+
1√
14

) .

Çíà÷è,
−−→
SS′ =

1

2

[
2√
21

+ 3
14

1√
21

− 2√
14

4√
21

+ 1√
14

]T
, îäíîñíî ñèìåòðàëàòà å:

x+ 3
2√
21

+ 3√
14

=
x− 5

1√
21

− 2√
14

=
z + 3

4√
21

+ 1√
14

.

Àëòåðíàòèâíî ðåøåíèå. Íåêà p⃗0 è q⃗0 ñå åäèíå÷íè âåêòîðè êîëèíåàðíè ñî p⃗

è q⃗, ñîîäâåòíî. Òîãàø, p⃗0 =
p⃗

|p⃗ |
=

[ 2 1 4 ]T
√
21

è q⃗0 =
q⃗

|q⃗ |
=

[ 3 −2 1 ]T
√
14

.

Âåêòîðèòå p⃗0 è q⃗0 ôîðìèðààò ðîìá, ïà âåêòîðîò p⃗0 + q⃗0 å åäíàòà äèjàãîíàëà íà

ðîìáîò. Äèjàãîíàëàòà íà ðîìáîò å èñòîâðåìåíî è ñèìåòðàëà íà ñîîäâåòíèîò àãîë.

Îäîâäå, ñèìåòðàëàòà íà àãîëîò ïîìå�ãó ïðàâèòå p è q å ïàðàëåëíà ñî p⃗0+q⃗0 è ìèíóâà

íèç ïðåñå÷àòà òî÷êà íà äâåòå ïðàâè (èìåíî, òî÷êàòa (−3, 5,−3)), ïà ðàâåíêàòà íà

ñèìåòðàëàòà ãëàñè:

x+ 3
2√
21

+ 3√
14

=
x− 5

1√
21

− 2√
14

=
z + 3

4√
21

+ 1√
14

.
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5.4 Äîïîëíèòåëíè çàäà÷è

Çàäà÷à 103. Äà ñå íàïèøå ðàâåíêà íà ðàìíèíà ñî íîðìàëåí âåêòîð n⃗ = [ 1 1 1 ]T

êîjà ìèíóâà íèç òî÷êàòà (−1,−2,−3).

Çàäà÷à 104. Äà ñå íàïèøå ðàâåíêà íà ðàìíèíà êîjà ìèíóâà íèç òî÷êèòå:A(1, 0, 0),

B(0, 0, 2) è C(0, 0, 3).

Çàäà÷à 105. Äà ñå íàïèøå ðàâåíêà íà ðàìíèíà êîjà ìèíóâà íèç òî÷êàòà A(2, 2, 2),

à íà êîîðäèíàòíèòå îñêè îòñåêóâà åäíàêâè ñåãìåíòè.

Çàäà÷à 106. Ïîä êàêîâ àãîë ñå ñå÷àò ðàìíèíèòå: x = 0 è y = 1?

Çàäà÷à 107. Äà ñå íàïèøå ðàâåíêà íà ðàìíèíà íà êîjà ëåæàò òî÷êèòå A(1, 1, 1)

è B(4, 3, 2) è å ïàðàëåëíà ñî âåêòîðîò i⃗+ 2⃗j + 3k⃗.

Çàäà÷à 108. Äà ñå ïðåñìåòà ðàñòîjàíèåòî îä òî÷êàòà A(−2, 5, 7) äî ðàìíèíàòà

x− y + z = 1.

Çàäà÷à 109. Äà ñå íàïèøå ðàâåíêà íà ðàìíèíà êîjà ìèíóâà íèç òî÷êàòà A(1, 1, 1)

è å íîðìàëíà íà ðàìíèíèòå: x = 3 è z = 1.

Çàäà÷à 110. Íàjäè ðàâåíêà íà ðàìíèíà íà ðàñòîjàíèå d îä x+ 2y + 3z = 4.

Çàäà÷à 111. Íèç òî÷êàòà M(−5,−16, 12) ñå ïîâëå÷åíè äâå ðàìíèíè, åäíàòà jà

ñîäðæè x-îñêàòà, à äðóãàòà y-îñêàòà. Äà ñå ïðåñìåòà àãîëîò ìå�ãó íèâ.

Çàäà÷à 112. Äà ñå íàïèøå ðàâåíêà íà ðàìíèíà íîðìàëíà íà ðàìíèíàòà 2x+2y+

4z − 5 = 0, êîjà ìèíóâà íèç òî÷êèòå (−2, 0, 0) è (0,
2

3
, 0).

Çàäà÷à 113. Äà ñå íàjäå ìíîæåñòâîòî îä ñèòå òî÷êè êîè ñå íà åäíàêâî ðàñòîjàíèå

îä òî÷êèòå A(1, 1, 1) è B(−1,−1,−1).

Çàäà÷à 114. Êîjà òî÷êà îä ðàìíèíàòà Σ : x+4y−3z = 12 å íàjáëèñêó äî êîîðäè-

íàòíèîò ïî÷åòîê? Íàjäè jà ïðîåêöèjàòà íà êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê âðç ðàìíèíàòà

Σ.

Çàäà÷à 115. Íèç òî÷êàòà A(1, 2, 3) äà ñå ïîâëå÷å ïðàâà ïàðàëåëíà ñî ïðàâàòà

p :

{
x− y + z − 4 = 0

2x+ y − 2z + 5 = 0
.
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Çàäà÷à 116. Äàäåíè ñå ïðàâèòå p è q ñî:

p :

{
x− y + z − 4 = 0

2x+ y − 2z + 5 = 0
è q :

{
x+ y + z − 4 = 0

2x+ 3y − z = 6
.

a) Äà ñå îäðåäè íèâíàòà çàåìíà ïîëîæáà;

á) Äîêîëêó ïðàâèòå ñå ñå÷àò, äà ñå íàjäå àãîëîò ìå�ãó íèâ. À, äîêîëêó ñå ïà-

ðàëåëíè èëè ðàçìèíóâà÷êè, äà ñå ïðåñìåòà ðàñòîjàíèåòî ìå�ãó íèâ.

Çàäà÷à 117. Äà ñå íàjäå àãîëîò ìå�ãó ðàìíèíàòà x + 2y − z = 0 è ïðàâàòà x =

3, y = z. Ïîä à�îë ìå��ó èðàâà è ðàìíèíà ñå ïîäðàçáèðà àãîëîò øòî ãî çàôà�êà

ïðàâàòà è îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèjà íà ïðàâàòà âðç ðàìíèíàòà.

Çàäà÷à 118. Âî êîjà òî÷êà è ïîä êîj àãîë ïðàâàòà
x+ 1

2
= y − 2 =

z − 1

−1
jà

ïðîáîäóâà ðàìíèíàòà 3x− 2y + z = 3?

Çàäà÷à 119. Äàäåíè ñe òî÷êàòà A(0, 1, 2) è ïðàâàòà p :
x− 1

2
= y = z + 10. Äà

ñå íàjäå ðàâåíêà íà ðàìíèíà êîjà ãè ñîäðæè ïðàâàòà p è òî÷êàòà A.

Çàäà÷à 120. Äà ñå äîêàæå äåêà ïðàâàòà p :

{
5x− 3y + 2z − 5 = 0

2x− y − z − 1 = 0
ëåæè âî

ðàìíèíàòà Σ : 4x− 3y + 7z − 7 = 0.

Çàäà÷à 121. Äà ñå íàjäå ïðîåêöèjàòà íà ïðàâàòà p :
x

3
=

y − 1

2
=

z − 2

1
âðç

ðàìíèíàòà Σ : −x+ y − 3z + 10 = 0.

Çàäà÷à 122. Äà ñå îïðåäåëè òî÷êà êîjà øòî å ñèìåòðè÷íà íà òî÷êàòà P (1, 1, 2)

âî îäíîñ íà ïðàâàòà p :

{
x− 2y − 3z + 12 = 0

2x+ y − 2z + 3 = 0
.

Çàäà÷à 123. Âî êîjà òî÷êà ñå ñå÷àò ðàìíèíèòå: 2x−y+3z = 9, x+2y+2z−3 = 0

è 3x+ y − 4z + 6 = 0?

Çàäà÷à 124. Äà ñå ïðåñìåòà âîëóìåíîò íà ïèðàìèäàòà êîjà jà ôîðìèðààò êîîð-

äèíàòíèòå ðàìíèíè è ðàìíèíàòà x+ 2y + 3z = 24.

Çàäà÷à 125. Íà ïðàâàòà p :
x

1
=
y − 2

2
=
z

3
äà ñå íàjäå òî÷êà íà ðàñòîjàíèå 4 îä

òî÷êàòà M(1, 2, 3).

Çàäà÷à 126. Äàäåíè ñå ðàìíèíèòå: Σ1 : x + 2y + 3z = 4 è Σ2 : x + 2y + 3z = 6.

Íàjäè ãî ìíîæåñòâîòî íà òî÷êè êîè øòî ñå íà åäíàêâî ðàñòîjàíèå îä ðàìíèíèòå

Σ1 è Σ2.
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Çàäà÷à 127. Äàäåíè ñå ïðàâèòå: p :
x

3
=
y − 1

2
=
z − 2

1
è q :

x− 1

3
=
y − 2

2
=

z − 3

1
. Íàjäè ãî ìíîæåñòâîòî òî÷êè êîè øòî ñå íà åäíàêâî ðàñòîjàíèå îä ïðàâèòå

p è q.



Ãëàâà 6

Ôóíêöèè îä äâå ïðîìåíëèâè

6.1 Äåôèíèöèjà

Âî îâàà ñåêöèjà ñå îãðàíè÷óâàìå íà ôóíêöèè îä äâå ïðîìåíëèâè çàðàäè íèâ-

íàòà ãåîìåòðèñêà èíòåðïðåòàöèjà. Ïðè÷èíà çà îãðàíè÷óâà»åòî å òîà øòî òåîðèjà-

òà çà ôóíêöèè îä ïîâå�êå ïðîìåíëèâè å ïîòåõíè÷êà è áåç ñîîäâåòíà ãåîìåòðèñêà

èíòåðïðåòàöèjà.

Äà ñå ïîòñåòèìå äåêà ïðîèçâîëíî ïðàâèëî f ñî êîå íà ñåêîj åëåìåíò u îä

ìíîæåñòâî D ìó ñå ïðèäðóæóâà åäèíñòâåí åëåìåíò v = f(u) îä ìíîæåñòâî V ñå

íàðåêóâà èðåñëèêóâà»å îä D âî V , ñî îçíàêà f : D → V . Ìíîæåñòâîòî Γf =

{(u, f(u)) : u ∈ D} e �ðàôèê íà ïðåñëèêóâà»åòî. (Íå å ïîãðåøíî àêî ïðåñëèêó-

âà»åòî f ñå ïîèñòîâåòóâà ñî íåãîâèîò ãðàôèê Γf .) Äîêîëêó V ⊆ R çáîðóâàìå çà

(ðåàëíà) ôóíêöèjà f . Àêî ïðèòîà D ⊆ R2, îäíîñíî ñåêîj u å ïîäðåäåí ïàð (x, y) îä

ðåàëíè áðîåâè, òîãàø f e ôóíêöèjà îg gâå èðîìåíëèâè x, y. Ôóíêöèjà îä äâå èëè

ïîâå�êå ïðîìåíëèâè ìîæå äà áèäå çàäàäåíà âî åäíà îä ñëåäíèòå ôîðìè.

(i) Åêñïëèöèòåí îáëèê. Àêî z ìîæå äà ñå èçðàçè âî îáëèê f(x, y), òîãàø ñå

îçíà÷óâà ñî:

f : D → V, z = f(x, y).

Âî òåêñòîò z ñå íàðåêóâà ñëèêà íà ïàðîò (x, y), à ìíîæåñòâîòà D è V ñå

gîìåí è êîgîìåí, ñîîäâåòíî. Àêî ìíîæåñòâoòî D å íàjãîëåìî ìîæíî, òàêà

øòî f å äåôèíèðàíà íà D, òîãàø âåëèìå äåêà D å gåôèíèöèîíà îδëàñø íà

f è jà îçíà÷óâàìå ñî Df èëè Dz, à f(Df ) e ìíîæåñøâî îg âðågíîñøè íà f è

ãî îçíà÷óâàìå ñî Vf .

81
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(ii) Èìïëèöèòåí îáëèê. Àêî ïîñòîè çàâèñíîñò íà x, y è z îä îáëèê F (x, y, z) =

0, òîãàø âåëèìå äåêà ôóíêöèjàòà f å çàäàäåíî èìïëèöèòíî.

Ãåîìåòðèñêè ãëåäàíî, äîìåíîò íà z = f(x, y) å ïîäìíîæåñòâî îä ðàìíèíàòà R2,

äîäåêà ìíîæåñòâîòî òî÷êè (x, y, z) (ãðàôèêîò) íà ôóíêöèjàòà f å ïîäìíîæåñòâî

îä ïðîñòîðîò R3.

(iii) Ïàðàìåòàðñêè îáëèê. Àêî ïîñòîè I ⊆ R òàêà øòî:
x = x(t)

y = y(t); t ∈ I

z = z(t)

,

òîãàø âåëèìå äåêà ôóíêöèjàòà F : I → R3, F (t) = (x(t), y(t), z(t)), å çàäàäåíà

ïàðàìåòàðñêè.

6.2 Äåôèíèöèîíà îáëàñò

Âî íàðåäíèòå çàäà÷è îïðåäåëè è ñêèöèðàj jà äåôèíèöèîíàòà îáëàñò íà äàäå-

íèòå ôóíêöèè.

Çàäà÷à 128. z = x3 + 2xy3 − 7.

Ðåøåíèå. Äàäåíàòà ôóíêöèjà å ïîëèíîì ïî x è y êîj å äåôèíèðàí çà ñèòå ðåàëíè

ïàðîâè (x, y). Çàòîà Dz = R2.

Çàäà÷à 129. à) z =
1

x2 + y2
, á) z =

1

1 + x2 + y2
, â) z =

1

x2 − y2
.

Ðåøåíèå. Äà ñå ïîòñåòèìå äåêà äåëå»å ñî 0 íå å äåôèíèðàíî. Îòòàìó, ãî çàêëó-

÷óâàìå ñëåäíîòî:

à) Ôóíêöèjàòà å äåôèíèðàíà çà ñèòå âðåäíîñòè (x, y) ∈ R2 çà êîè âàæè x2+y2 ̸= 0,

îäíîñíî Dz = R2 \ {(0, 0)}. Àíàëîãíî ñå èçâåäóâààò è ñëåäíèòå çàêëó÷îöè.

á) Dz = R2. â) Dz = R2 \ {(x, x), (x,−x)|x ∈ R}. Äåôèíèöèîíàòà îáëàñò íà îâàà

çàäà÷à å ïðèêàæàíà íà ñëèêàòà 6.1.

Çàäà÷à 130. z =

√
4− x2 − y2

9
.

Ðåøåíèå. Êîðåíîâà ôóíêöèjà ñî ïàðåí êîðåíîâ ïîêàçàòåë (2, 4, 6, . . .) å äåôèíè-

ðàíà ñàìî çà íåíåãàòèâåí àðãóìåíò (ïîòêîðåíîâà âðåäíîñò). Îòòàìó, ìíîæåñòâîòî
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Ñëèêà 6.1: Äåôèíèöèîíà îáëàñò çà ôóíêöèjàòà îä çàäà÷àòà 129 â).

Dz îä ñèòå òî÷êè âî R2 çà êîè øòî êîðåíîò

√
4− x2 − y2

9
å äåôèíèðàí å îïðåäåëíî

ñî:

Dz : 4− x2 − y2

9
≥ 0 ,

îäíîñíî

Dz :
x2

4
+
y2

36
≤ 1 .

Ãåîìåòðèñêàòà èíòåðïðåòàöèjà íà îâà ìíîæåñòâî å öåíòðaëíà åëèïñà ñî ïîëóîñêè

2 è 6 (ñèòå òî÷êè âî âíàòðåøíîñòà è ñèòå òî÷êè îä ðàáîò, îäíîñíî îä åëèïñàòà).

Çàäà÷à 131. z =
√
1− x2 +

√
1− y2.

Ðåøåíèå. Dz å ìíîæåñòâîòî îä ñèòå òî÷êè âî R2 êàäå øòî îáàòà êîðåíà ñå äåôè-

íèðàíè, îäíîñíî:

Dz :

{
1− x2 ≥ 0

1− y2 ≥ 0
⇐⇒

{
−1 ≤ x ≤ 1

−1 ≤ y ≤ 1
. (6.2.1)

Ñòàíóâà çáîð çà êâàäðàò (âíàòðåøíîñòà è ðàáîò) ñî òåìè»à âî (−1,−1), (−1, 1),

(1,−1), (1, 1). Îâàà äåôèíèöèîíà îáëàñò å ïðèêàæàíà íà ñëèêàòà 6.2.
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Ñëèêà 6.2: Äåôèíèöèîíà îáëàñò íà ôóíêöèjàòà îä çàäà÷àòà 131.

Çàäà÷à 132. z =
√
y sinx

Ðåøåíèå. Dz å ìíîæåñòâîòî îä òî÷êèòå (x, y) çà êîè êîðåíîò å äåôèíèðàí, îä-

íîñíî òî÷êèòå çà êîè ïðîèçâîäîò y sinx å íåíåãàòèâåí. Èìàìå:

{
y ≥ 0

sinx ≥ 0

{
y ≤ 0

sinx ≤ 0

⇐⇒



{
y ≥ 0

x ∈ {[2kπ, (2k + 1)π]|k ∈ Z}

{
y ≤ 0

x ∈ {[(2k + 1)π, 2kπ]|k ∈ Z}

. (6.2.2)

Îâàà äåôèíèöèîíà îáëàñò å ïðèêàæàíà íà ñëèêàòà 6.3.

Çàäà÷à 133. à) z = lnx+ ln y + ln(xy), á) z = ln(x2 cos y).

Ðåøåíèå. Ëîãîðèòàìñêàòà ôóíêöèjà å äåôèíèðàíà ñàìî çà ïîçèòèâåí àðãóìåíò.

Çàòîà äåôèíèöèîíàòà îáëàñò âî çàäà÷àòà à) ãëàñè: Dz = {(x, y)|x > 0, y > 0}. Îï-
ðåäåëóâà»åòî íà äåôèíèöèîíàòà îáëàñò âî çàäà÷àòà á) ãî îñòàâàìå çà ñàìîñòîjíà

ðàáîòà íà ÷èòàòåëîò.
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Ñëèêà 6.3: Äåôèíèöèîíà îáëàñò íà ôóíêöèjàòà îä çàäà÷àòà 132.

Çàäà÷à 134. z = arctan
1

x2 + y2
.

Ðåøåíèå. Áèäåj�êè arctanx å äåôèíèðàí çà ñèòå x ∈ R, ôóíêöèjàòà arctan
1

x2 + y2

èìà èñòà äåôèíèöèîíà îáëàñò êàêî è ôóíêöèjàòà
1

x2 + y2
, îäíîñíî çà áèëî êîè

x, y ̸= 0. Çàêëó÷óâàìå äåêà Dz = R2 \ {(0, 0)}.

Çàäà÷à 135. z =
√
x ln(y − x).

Ðåøåíèå.

Dz :



{
x ≥ 0

ln(y − x) ≥ 0

{
x ≤ 0

ln(y − x) ≤ 0

⇐⇒



{
x ≥ 0

y − x ≥ 1

{
x ≤ 0

0 ≤ y − x ≤ 1



86 ÃËÀÂÀ 6. ÔÓÍÊÖÈÈ ÎÄ ÄÂÅ ÏÐÎÌÅÍËÈÂÈ

Ñëèêà 6.4: Äåôèíèöèîíàòà îáëàñò íà ôóíêöèjàòà îä Çàäà÷à 136.

Dz :



{
x ≥ 0

y ≥ x+ 1

{
x ≤ 0

x ≤ y ≤ 1 + x.

(6.2.3)

Ãðàôè÷êàòà ïðåçåíòàöèjà íà äåôèíèöèîíàòà îáëàñò jà îñòàâàìå íà ÷èòàòåëîò.

Çàäà÷à 136. z =

√
1− x2

y2
.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèjàòà å äåôèíèðàíà àêî 1− x2

y2
≥ 0, îäíîñíî àêî

∣∣∣∣xy
∣∣∣∣ ≤ 1. Îäîâäå

èìàìå äåêà ôóíêöèjàòà å äåôèíèðàíà çà {(x, y) ∈ R2 : |x| ≤ |y|, y ̸= 0}. Äî èñòèîò
ðåçóëòàò ìîæåìå äà äîjäåìå è íà ñëåäíèîò íà÷èí:

Dz : −1 ≤ x

y
≤ 1 ⇐⇒



{
y > 0

−y ≤ x ≤ y

{
y < 0

−y ≥ x ≥ y
.

Äåôèíèöèîíàòà îáëàñò íà ôóíêöèjàòà å ïðèêàæàíà íà ñëèêàòà 6.4.

Çàäà÷à 137. à) z = arctan (xy);

á) z = arcsin (xy);

â) z = arccos (xy).
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Ðåøåíèå. à) Ôóíêöèjàòà arctan å äåôèíèðàía íà öåëîòî ìíîæåñòâî R. Çàòîà,
Dz = R2. Îä äðóãà ñòðàíà, ôóíêöèèòå arcsin è arccos ñå äåôèíèðàíè êîãà àðãó-

ìåíòîò å âî ñåãìåíòîò [−1, 1]. Îòòàìó, ôóíêöèèòå z = arcsin (xy) è z = arccos (xy)

ñå äåôèíèðàíè ñàìî êîãà −1 ≤ xy ≤ 1. Äåòàëèòå è ãðàôè÷êàòà ïðåçåíòàöèjà íà

äåôèíèöèîíèòå îáëàñòè ãè îñòàâàìå íà ÷èòàòåëîò.

6.3 Ïîâðøèíè îä âòîð ðåä

Âî òåêñòîò êîj ñëåäóâà ðàçãëåäóâàìå èîâðøèíè îg âøîð ðåg, êàêî ìíîæåñòâà

òî÷êè (x, y, z) îä ïðîñòîðîò R3 êîè çàäîâîëóâààò ñîîäâåòíà ðàâåíêà.

1) Ñôåðà:

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 = R2, (6.3.1)

ñî öåíòàð (x0, y0, z0) è ðàäèóñ R. Âèäè jà ñëèêàòà 6.5.

Ñëèêà 6.5: Ñôåðà x2 + y2 + z2 = a2, a > 0.

2) Åëèïñîèä:

(x− x0)
2

a2
+

(y − y0)
2

b2
+

(z − z0)
2

c2
= 1 (6.3.2)

ñî öåíòàð âî (x0, y0, z0), øòî íà îñêèòå îòñåêóâà îòñå÷êè ñî äîëæèíè a, b, c,

ñîîäâåòíî. Âèäè jà ñëèêàòà 6.6.

3) Äâîêðèëåí êîíóñ:

(z − z0)
2 = (x− x0)

2 + (y − y0)
2 (6.3.3)



88 ÃËÀÂÀ 6. ÔÓÍÊÖÈÈ ÎÄ ÄÂÅ ÏÐÎÌÅÍËÈÂÈ

Ñëèêà 6.6: Åëèïñîèä
x2

a2
+
b2

b2
+
z2

c2
= 1, a, b, c > 0.

Ñëèêà 6.7: Äâîêðèëåí êîíóñ z2 = x2 + y2.

ñî òåìå âî òî÷êàòà (x0, y0, z0) è îñêà ïàðàëåëíà ñî z−îñêàòà. Âèäè jà ñëèêàòà
6.7. Ågíîêðèëíèøå êîíóñè ñå îä îáëèê (ñî èñòîòî òåìå)

z = z0 +
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 è z = z0 −
√
(x− x0)2 + (y − y0)2, (6.3.4)

êàäå øòî ïðâàòà ðàâåíêà îäãîâàðà íà äåëîò îä êîíóñîò øòî ñå íàî�ãà íàä

ðàìíèíàòà z = z0, à äðóãàòà ðàâåíêà íà äåëîò îä êîíóñîò ïîä ðàìíèíàòà

z = z0.



6.3. ÏÎÂÐØÈÍÈ ÎÄ ÂÒÎÐ ÐÅÄ 89

Ñëèêà 6.8: Öèëèíäàð x2 + y2 = a2, a > 0.

Ñëèêà 6.9: Ïàðàáîëîèäîò z = x2 + y2

4) Åëèïòè÷åí öèëèíäàð:

(x− x0)
2

a2
+

(y − y0)
2

b2
= 1 (6.3.5)

ñî îñêà êîjà ìèíóâà íèç òî÷êàòà (x0, y0, 0) è å ïàðàëåëíà ñî z−îñêàòà. Êðóæåí
öèëèíäàð å äàäåí íà ñëèêàòà 6.8.

5) Åëèïòè÷åí ïàðàáîëîèä:

z − z0 =
(x− x0)

2

a2
+

(y − y0)
2

b2
. (6.3.6)
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ñî òåìå âî òî÷êàòà (x0, y0, z0), ïîëóîñêè a, b è îñêà ïàðàëåëíà ñî z−îñêàòà.
Êðóæåí ïàðàáîëîèä å äàäåí íà ñëèêàòà 6.9.

6) Åäíîêðèëåí õèïåðáîëîèä:

(x− x0)
2

a2
+

(y − y0)
2

b2
− (z − z0)

2

c2
= 1 (6.3.7)

ñî òåìå âî òî÷êàòà (x0, y0, z0) è îñêà ïàðàëåëíà ñî z−îñêàòà. Âèäè jà ñëèêàòà
6.10.

Ñëèêà 6.10: Åäíîêðèëåí õèïåðáîëîèä
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1.

7) Äâîêðèëåí õèïåðáîëîèä:

−(x− x0)
2

a2
− (y − y0)

2

b2
+

(z − z0)
2

c2
= 1 (6.3.8)

ñî òåìå âî òî÷êàòà (x0, y0, z0) è îñêà ïàðàëåëíà ñî z−îñêàòà. Âèäè jà ñëèêàòà
6.11.

8) Õèïåðáîëè÷åí ïàðàáîëîèä:

z − z0 =
(x− x0)

2

a2
− (y − y0)

2

b2
(6.3.9)

ñî òåìå âî òî÷êàòà (x0, y0, z0) è îñêà ïàðàëåëíà ñî z−îñêàòà. Âèäè jà ñëèêàòà
6.12.
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Ñëèêà 6.11: Äâîêðèëåí õèïåðáîëîèä −x
2

a2
− y2

b2
+
z2

c2
= 1.

Ñëèêà 6.12: Õèïåðáîëè÷åí ïàðàáîëîèä z =
x2

a2
− y2

b2
.
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Àêî x0 = y0 = z0 = 0 âî ãîðåíàâåäåíèòå ðàâåíêè, òîãàø ñå äîáèâààò öåíòðà-

ëèçèðàíèòå âåðçèè íà ñîîäâåòíèòå ïîâðøèíè. Ñî èçáîð a = b âî (6.3.5), îäíîñíî

(6.3.6) ñå äîáèâààò êëàñè÷íè (êðóæíè) öèëèíàð è ïàðàáîëîèä, ñîîäâåòíî.

Ïîâðøèíàòà äàäåíà ñî ðàâåíêàòà (6.3.5) e òèïè÷åí ïðèìåð íà öèëèígðè÷íà

ïîâðøèíà. Âî ôîðìóëàòà ìîæå äà ñå çàáåëåæè äåêà íå ïîñòîè çàâèñíîñò ìå�ãó

ïðîìåíëèâèòå x è y ñî z, îäíîñíî z ìîæå äà áèäå ïðîèçâîëåí. Òîà çíà÷è äåêà

ïîâðøèíàòà çà êîjà ñòàíóâà çáîð ãè ñîäðæè ñèòå òî÷êè îä ïðàâàòà (x, y, t), êàäå

(x, y) å åäíà òî÷êà îä ïîâðøèíàòà âî ïðåñåê ñî z = 0 è t å ïðîèçâîëåí ðåàëåí áðîj.

Îä òèå ïðè÷èíè, âåëèìå äåêà ïîâðøèíàòà å öèëèíäðè÷íà ñî îñêà, âî êîíêðåòíèîò

ñëó÷àj oz−ïðàâàòà.
Çà êîjà è äà å ïîâðøèíà, ìîæíî å äà ñå ðàçãëåäóâààò àíàëîãíè ïîâðøèíè ñî

ðàçëè÷íè îñêè îä òèå íàâåäåíè âî äåôèíèöèèòå. Ïðèòîà, òðåáà äà ñå âîäè ñìåòêà

äåêà x, y, z ñå âðçàíè ñî x, y, z-îñêèòå ñîîäâåòíî (çàìåíà íà a ñî b-îñêà çíà÷è çàìåíà

íà a ñî b âî ðàâåíêàòà íà ïîâðøèíàòà).

6.4 Ïàðöèjàëíè èçâîäè îä ïðâ ðåä

Íåêà z = f(x, y), êàäå øòî x è y ñå äâå íåçàâèñíè ïðîìåíëèâè. Àíàëîãíî íà

èçâîä íà ôóíêöèjà îä åäíà ïðîìåíëèâà, ñå äåôèíèðààò èàðöèjàëåí èçâîg èî x è

èàðöèjàëåí èçâîg èî y îä ôóíêöèjàòà z = f(x, y) âî òî÷êà (x0, y0):

∂z

∂x
(x0, y0) = f ′x(x0, y0) = lim

△→0

f(x0 +△, y0)− f(x0, y0)

△
è

∂z

∂y
(x0, y0) = f ′y(x0, y0) = lim

△→0

f(x0, y0 +△)− f(x0, y0)

△
,

ñîîäâåòíî. Îä äåôèíèöèjàòà íà ïàðöèjàëåí èçâîä çàêëó÷óâàìå äåêà ôóíêöèjàòà

îä äâå ïðîìåíëèâè ñå òðåòèðà êàêî ôóíêöèjà îä åäíà ïðîìåíëèâà (ñî ôèêñèðà»å

íà äðóãàòà ïðîìåíëèâà). Çàðàäè òîà ïðàâèëàòà çà äèôåðåíöèðà»å ñå ïðåíåñóâààò.

Àíàëîãíî íà ñëó÷àjîò íà ôóíêöèjà îä åäíà ïðîìåíëèâà, è âî îâèå îêîëíîñòè âàæàò

ïðàâèëàòà çà äèôåðåíöèðà»å íà ñëîæåíà ôóíêöèjà.

Âî ñëåäíèòå çàäà÷è íàjäè ãè ïðâèòå ïàðöèjàëíè èçâîäè íà äàäåíèòå ôóíêöèè.

Çàäà÷à 138. à) z = arctan
y

x
; á) z = arctan

x

y
.

Ðåøåíèå. à) Êîðèñòèìå äåêà (arctan t)′ =
1

1 + t2
è äîáèâàìå:

∂z

∂x
=

1

1 + ( yx)
2
(− y

x2
) = − y

x2 + y2
,
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∂z

∂y
=

1

1 + ( yx)
2
(
1

x
) =

x

x2 + y2
.

á) Ðåçóëòàòîò ñå äîáèâà ñî çàìåíà íà ïðîìåíëèâèòå x è y, ò.å.
∂z

∂x
=

y

x2 + y2
è

∂z

∂y
= − x

x2 + y2
.

Çàäà÷à 139. z = xy
2

Ðåøåíèå. Êîðèñòèìå äåêà: (at)′ = at ln a; (ta)′ = ata−1; a = const, è äîáèâàìå:

∂z

∂x
= y2xy

2−1,

∂z

∂y
= xy

2
lnx · ∂(y

2)

∂y
= 2xy

2
y lnx.

Çàäà÷à 140. z =
x+ exy

x+ y
.

Ðåøåíèå. Ãî êîðèñòèìå ïðàâèëîòî çà äèôåðåíöèðà»å íà êîëè÷íèê, ò.å.(u
v

)′
=
u′v − uv′

v2

è äîáèâàìå:

∂z

∂x
=

(1 + exyy)(x+ y)− (x+ exy)

(x+ y)2
,

∂z

∂y
=
xexy(x+ y)− (x+ exy)

(x+ y)2
.

Çàäà÷à 141. z = xy + yx.

Ðåøåíèå.
∂z

∂x
= yxy−1 + yx ln y.

Áèäåj�êè x è y èìààò ñèìåòðè÷íè óëîãè âî äåôèíèjàòà íà ôóíêöèjàòà z, îä-

íîñíî z(x, y) = z(y, x), ïðâèîò èçâîä ïî y ñå äîáèâà äèðåêòíî îä ïðâèîò èçâîä ïî

x.

Çàäà÷à 142. z =
√
x+

√
y.

Ðåøåíèå. Çà ÷èòàòåëîò.

Çàäà÷à 143. z = ln (ln (ln (x2 + y3))).
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Ðåøåíèå. Èìàìå:

∂z

∂x
=

1

ln (ln (x2 + y3))

∂(ln (ln (x2 + y3)))

∂x

=
1

ln (ln (x2 + y3))

1

ln (x2 + y3)

∂(ln (x2 + y3))

∂x

=
1

ln (ln (x2 + y3))

1

ln (x2 + y3)

1

x2 + y3
∂(x2)

∂x

= 2x
1

ln (ln (x2 + y3))

1

ln (x2 + y3)

1

x2 + y3
.

Íà èñò íà÷èí ñå äîáèâà è äåêà:
∂z

∂y
= 3y2

1

ln (ln (x2 + y3))

1

ln (x2 + y3)

1

x2 + y3
.

Íåêà ñî F (x, y, z) = 0 å èìïëèöèòíî çàäàäåíà ôóíêöèjàòà z = z(x, y) ( çà-

âèñíîñòà íà ôóíêöèjàòà z îä ïðîìåíëèâèòå x è y ìîæå äà áèäå åêñïëèöèòíà).

Ïàðöèjàëíèòå èçâîäè îä z, ïî ïðîìåíëèâèòå x è y, ñå äåôèíèðààò ñî:

∂z

∂x
= −

∂F
∂x
∂F
∂z

è
∂z

∂y
= −

∂F
∂y

∂F
∂z

, (6.4.1)

ñîîäâåòíî.

Çàäà÷à 144. Ïðåñìåòàj:
∂z

∂x
è
∂z

∂y
, àêî x2 + y2 + z2 = R2.

Ðåøåíèå. Ðàâåíêàòà íà ñôåðà jà çàïèøóâàìå ïðåêó ðåëàöèjàòà F (x, y, z) = 0 êàäå

øòî:

F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 −R2.

Î÷èãëåäíî,
∂F

∂x
= 2x,

∂F

∂y
= 2y,

∂F

∂z
= 2z.

Êîðèñòåj�êè ãè ðàâåíêèòå (6.4.1), äîáèâàìå:
∂z

∂x
= −2x

2z
= −x

z
è
∂z

∂y
= −2y

2z
= −y

z
.

Çàäà÷à 145. Ïðåñìåòàj:
∂z

∂x
è
∂z

∂y
, àêî

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1.

Ðåøåíèå. Ðàâåíêàòà íà ïàðàáîëîèäîò å F (x, y, z) = 0, êàäå øòî:

F (x, y, z) =
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
− 1.

Ñî ïðèìåíà íà (6.4.1) ñå äîáèâààò áàðàíèòå ïàðöèjàëíè èçâîäè.
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Çàäà÷à 146. Ïðåñìåòàj:
∂z

∂x
è
∂z

∂y
, àêî:

à) x2 − 2y2 + z2 − 4x+ 2z = 5;

á) ez = xyz;

â) xyz + yxz + zxy = 0.

Ðåøåíèå. Çà ÷èòàòåëîò.

6.5 Òàíãåíòíà ðàìíèíà è íîðìàëíà ïðàâà

Âî îâàà ñåêöèjà äàâàìå ãåîìåòðèñêî òîëêóâà»å íà ïàðöèjàëíèòå èçâîäè îä

ïðâ ðåä. Íåêà å äàäåíà ïîâðøèíà: åêñïëèöèòíî ñî z = f(x, y) èëè èìïëèöèòíî ñî

F (x, y, z) = 0. Çà îïðåäåëóâà»å íà òàíãåíòíà ðàìíèíà è íîðìàëíà ïðàâà (ñêð. íîð-

ìàëà) íà ïîâðøèíàòà âî äàäåíà òî÷êà ïîòðåáíè ñå âðåäíîñòèòå íà ïàðöèjàëíèòå

èçâîäè
∂z

∂x
,
∂z

∂y
âî òàà òî÷êà.

Ñëèêà 6.13: Êðèâèòå z = f(x0, y) è z = f(x, y0).

Íåêà z = f(x, y). Ôóíêöèèòå z1 = f(x0, y) è z2 = f(x, y0) ñå ôóíêöèè îä åäíà

ïðîìåíëèâà y è x, ñîîäâåòíî. Îâèå ôóíêöèè ãè ïðåòñòàâóâààò êðèâèòå êîè ñå

äîáèâààò êàêî ïðåñåê íà ãðàôèêîò íà ôóíêöèjàòà z = f(x, y) è ðàìíèíàòà x = x0,

îäíîñíî y = y0 (âèäè jà ñëèêàòà 6.13).

Òî÷êàòà M(x0, y0, f(x0, y0)) ≡ M(x0, y0, z0) ñå äîáèâà êàêî ïðåñåê íà îâèå äâå

êðèâè. Òàíãåíòíàòà ðàìíèíà âî òî÷êàòà M jà îïðåäåëóâààò òàíãåíòíèòå ïðàâè íà
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êðèâèòå z1 = f(x0, y) è z2 = f(x, y0), îäíîñíî òîà å ðàìíèíàòà êîjà ãè ñîäðæè îâèå

äâå ïðàâè; jà îçíà÷óâàìå ΣT (âèäè ãè ñëèêèòå 6.14 è 6.15).

Íîðìàëåí âåêòîð íà òàíãåíòíàòà ðàìíèíà å ñåêîj âåêòîðñêè ïðîèçâîä íà ïà-

ðàëåëíè âåêòîðè íà äâåòå òàíãåíòíè ïðàâè (âèäè jà ñëèêàòà 6.15). Oä òåîðèjàòà

íà ôóíêöèè îä åäíà ïðîìåíëèâà, çíàåìå äåêà ïðàâåöîò íà ñåêîjà òàíãåíòíà ïðàâà

å îïðåäåëåí ñî âðåäíîñòà íà èçâîäîò íà ôóíêöèjàòà âî òàà òî÷êà. Íîðìàëà íà

äàäåíàòà ïîâðøèíà âî òî÷êàòà M(x0, y0, z0) å ïðàâàòà êîjà å íîðìàëíà íà òàí-

ãåíòíàòàòà ðàìíèíà è ìèíóâà íèç òî÷êàòà M . Íîðìàëàòà âî ïðîäîëæåíèå �êå jà

îçíà÷óâàìå ñî n. Jàñíî äåêà íîðìàëíèîò âåêòîð íà òàíãåíòíàòà ðàìíèíà å ïàðàëå-

ëåí (âî ïðàêñà �êå çåìàìå äåêà ñå åäíàêâè) ñî âåêòîðîò íà íîðìàëàòà. Íîðìàëàòà

íà ïîâðøèíàòà z = f(x, y) âî òî÷êàòà M å ïðèêàæíàíà íà ñëèêàòà 6.15.

Ñëèêà 6.14: Âåêòîðèòå íà òàíãåíòíèòå ïðàâè íà êðèâèòå z = f(x0, y) è z = f(x, y0)

âî òî÷êàòà (x0, y0) ñå îçíà÷åíè ñî öðâåíî.

Äà ãè èçâåäåìå ðàâåíêèòå çà òàíãåíòíà ðàìíèíà è íîðìàëà.
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Åêñïëèöèòåí îáëèê. Òàíãåíòíàòà ðàìíèíà íà ïîâðøèíàòà z = f(x, y) âî

òî÷êà M(x0, y0, z0) å äàäåíà ñî ôîðìóëàòà:

ΣT :
∂z

∂x
|(x0,y0)(x− x0) +

∂z

∂y
|(x0,y0)(y − x0)− (z − z0) = 0. (6.5.1)

Íîðìàëà íà ïîâðøèíàòà z = f(x, y) âî òî÷êà M(x0, y0, z0) å ïðàâàòà äàäåíà

ñî ôîðìóëàòà:

n :
x− x0
∂z
∂x |(x0,y0)

=
y − y0
∂z
∂y |(x0,y0)

=
z − z0
−1

. (6.5.2)

Òóêà
∂z

∂x
|(x0,y0) å âðåäíîñòà íà ïðâèîò èçâîä ïî ïðîìåíëèâàòà x âî òî÷êàòà

(x0, y0). Àíàëîãíî,
∂z

∂y
|(x0,y0) å âðåäíîñòà íà ïðâèîò èçâîä ïî ïðîìåíëèâàòà

y âî òî÷êàòà (x0, y0).

Èìïëèöèòåí îáëèê. Òàíãåíòíàòà ðàìíèíà íà ïîâðøèíàòà F (x, y, z) = 0

âî òî÷êà M(x0, y0, z0) å äàäåíà ñî ôîðìóëàòà:

ΣT :
∂F

∂x
|(x0,y0,z0)(x− x0) +

∂F

∂y
|(x0,y0,z0)(y − x0) +

∂F

∂z
|(x0,y0,z0)(z − z0) = 0.

(6.5.3)

Íîðìàëà íà ïîâðøèíàòà F (x, y, z) = 0 âî òî÷êà M(x0, y0, z0) å ïðàâàòà äà-

äåíà ñî ôîðìóëàòà:

n :
x− x0

∂F
∂x |(x0,y0,z0)

=
y − y0

∂F
∂y |(x0,y0,z0)

=
z − z0

∂F
∂z |(x0,y0,z0)

. (6.5.4)

Èñòî êàêî âî ïðåòõîäíèîò ñëó÷àj,
∂F

∂x
|(x0,y0,z0) å âðåäíîñòà íà èçâîäîò

∂F

∂x

âî òî÷êàòà (x0, y0, z0). Àíàëîãíî,
∂F

∂y
|(x0,y0,z0) è

∂F

∂z
|(x0,y0,z0) ñå âðåäíîñòèòå

íà èçâîäèòå
∂F

∂y
è
∂F

∂z
âî òî÷êàòà (x0, y0, z0), ñîîäâåòíî.
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Ñëèêà 6.15: Òàíãåíòíàòà ðàìíèíà è íîðìàëà âî òî÷êàòà M .

Çàäà÷à 147. Íàïèøè ðàâåíêà íà òàíãåíòíà ðàìíèíà è íîðìàëà íà ïîâðøèíàòà

z = x2y + y3 âî òî÷êà M(−1, 1,−1).

Ðåøåíèå. Ïðâèòå ïàðöèjàëíè èçâîäè âî òî÷êàòà M(−1, 1,−1) ñå:

∂z

∂x
= 2xy,

∂z

∂x
(−1, 1,−1) = −2;

∂z

∂y
= x2 + 3y2,

∂z

∂x
(−1, 1,−1) = 4.

Îä ðàâåíêèòå (6.5.1) è (6.5.2) ñëåäóâààò:

ΣT : −2(x+ 1) + 4(y − 1)− 1(z + 1) = 0,

ΣT : −2x+ 4y − z − 7 = 0,

n :
x+ 1

−2
=
y − 1

4
=
z + 1

−1
.

Çàäà÷à 148. Âî êîjà òî÷êà îä ïîâðøèíàòà y = x2 + z2 òàíãåíòíàòà ðàìíèíà å

ïàðàëåëíà ñî ðàìíèíàòà x+ 2y + 3z = 1?
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Ðåøåíèå. Äàäåíàòà ïîâðøèíàòà å ïàðàáîëîèä. Çàïèøàíà âî èìïëèöèòíà ôîðìà

å F (x, y, z) = x2 − y + z2 = 0. Íåêà áàðàíàòà òî÷êà å M(a, b, c). Áèäåj�êè òàà òî÷êà

ëåæè íà ïîâðøèíàòà, âàæè b = a2 + c2. Ïðåñìåòóâàìå:

∂F

∂x
= 2x,

∂F

∂y
= −1,

∂F

∂z
= 2z.

Îä ðàâåíêàòà (6.5.4) íîðìàëíèîò âåêòîð íà ðàìíèíàòà ΣT âî òî÷êà M å n⃗ =[
2a −1 2c

]T
. Ñïîðåä óñëîâîò íà çàäà÷àòà, n⃗ ∥ [ 1 2 3 ]T , îäíîñíî:[

2a −1 2c ]T = λ[ 1 2 3
]T
.

Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî å åêâèâàëåíòíî ñî:
2a = λ

−1 = 2λ

2c = 3λ

a2 + c2 = b

. (6.5.5)

Ðåøåíèåòî íà ñèñòåìîò å: (−1/4, 5/8,−3/4).

Çàäà÷à 149. Äîêàæè äåêà ñôåðàòà x2 + y2 + z2 − 8x− 6y− 8z = 24 è åëèïñîèäîò

3x2 + 2y2 + z2 = 9 ñå äîïèðààò âî òî÷êàòà (1, 1, 2). Äâå ïîâðøèíè ñå gîèèðààø âî

òî÷êàòà M(x0, y0, z0) àêî èìààò èñòà òàíãåíòíà ðàìíèíà âî òî÷êàòà M(x0, y0, z0).

Ðåøåíèå. Ðàâåíêèòå íà åëèïñîèäîò è ñôåðàòà ãè çàïèøóâàìå âî èìïëèöèòåí

îáëèê F (x, y, z) = 0 è G(z, y, z) = 0, îäíîñíî:

F (x, y, z) = 3x2 + 2y2 + z2 − 9 = 0,

G(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 8x− 6y − 8z − 24 = 0.

Î÷èãëåäíî, F (1, 1, 2) = 0 è G(1, 1, 2) = 0, îä êàäå øòî äîáèâàìå äåêà òî÷êàòà

(1, 1, 2) å çàåäíè÷êà çà äâåòå ïîâðøèíè. Îä

∂F

∂x
= 6x,

∂F

∂y
= 4y,

∂F

∂z
= 2z,

äîáèâàìå:

∂F

∂x
(1, 1, 2) = 6,

∂F

∂y
(1, 1, 2) = 4,

∂F

∂z
(1, 1, 2) = 4,

îäíîñíî íîðìàëíèîò âåêòîð íà òàíãåíòíàòà ðàìíèíà íà åëèïñîèäîò âî òî÷êàòà

(1, 1, 2) å n⃗F = [ 6 4 4 ]T . Àíàëîãíî, îä ðàâåíêàòà íà ñôåðàòà äîáèâàìå:

∂G

∂x
= 2x− 8,

∂G

∂y
= 2y − 6,

∂G

∂z
= 2z − 8,
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ïà:
∂G

∂x
(1, 1, 2) = −6,

∂G

∂y
(1, 1, 2) = −4,

∂G

∂z
(1, 1, 2) = −4.

Çíà÷è, íîðìàëíèîò âåêòîð íà òàíãåíòíàòà ðàìíèíà íà ñôåðàòà âî òî÷êàòà (1, 1, 2)

å n⃗G = [ −6 −4 −4 ]T . Áèäåj�êè n⃗F è n⃗G âî òî÷êàòà (1, 1, 2) ñå êîëèíåàðíè,

çàêëó÷óâàìå äåêà äâåòå ïîâðøèíè èìààò èñòà òàíãåíòíà ðàìíèíà: Σ : 3x + 2y +

2z + 9 = 0 .

Çàäà÷à 150. Âî êîjà òî÷êà îä ïîâðøèíàòà x2 + y2 + z2 = 4 òàíãåíòíàòà ðàìíèíà

å ïàðàëåëíà ñî ðàìíèíàòà x+ 2y + 3z + 6 = 0?

Ðåøåíèå. Çà ÷èòàòåëîò.

Çàäà÷à 151. Äîêàæè äåêà òàíãåíòíàòà ðàìíèíà âî ïðîèçâîëíà òî÷êà îä ïîâðøè-

íàòà xyz = C > 0 ôîðìèðà ñî êîîðäèíàòíèòå ðàìíèíè òåòðàåäàð ñî êîíñòàíòåí

âîëóìåí. Ïðåñìåòàj jà âðåäíîñòà íà òîj âîëóìåí.

Ðåøåíèå. Íåêà ΣT å òàíãåíòíà ðàìèíà íà ïîâðøèíàòà âî òî÷êàòà M(x0, y0, z0) è

íåêà F (x, y, z) = xyz − C = 0. Çà ïàðöèjàëíèòå èçâîäè èìàìå:

∂F

∂x
= yz,

∂F

∂x
(x0, y0, z0) = y0z0,

∂F

∂y
= xz,

∂F

∂y
(x0, y0, z0) = x0z0,

∂F

∂z
= xy,

∂F

∂z
(x0, y0, z0) = x0y0.

Ðàâåíêàòà íà òàíãåíòíàòà ðàìíèíà ãëàñè:

ΣT : y0z0(x− x0) + x0z0(y − y0) + x0y0(z − z0) = 0,

ΣT : y0z0x+ x0z0y + x0y0z − 3x0y0z0 = 0,

ΣT : y0z0x+ x0z0y + x0y0z = 3C,

ΣT :
y0z0x

3C
+
x0z0y

3C
+
x0y0z

3C
= 1,

ΣT :
x

3x0
+

y

3y0
+

z

3z0
= 1.

Íà êîîðäèíàòíèòå îñêè, ΣT îòñåêóâà ñåãìåíòè ñî äîëæèíè |3x0|, |3y0| è |3z0|, ñîîä-

âåòíî. Îòòàìó, âîëóìåíîò íà ñïîìåíàòèîò òåòðàåäàð å: V =
|3x03y03z0|

6
=

27C

6
=

9C

2
.

Çàäà÷à 152. Íàjäè ãî ðåàëíèîò ïàðàìåòàð m, òàêà øòî ðàìíèíàòà
x

6
+
y

3
+
z

m
= 1

ãî äîïèðà åëèïñîèäîò
x2

6
+
y2

3
+
z2

2
= 1.
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Ðåøåíèå. Íîðìàëíèîò âåêòîð íà ðàìíèíàòà
x

6
+
y

3
+
z

m
= 1 å n⃗ = [1/6 1/3 1/m]T ,

äîäåêà íîðìàëíèîò âåêòîð íà òàíãåíòíàòà ðàìíèíà íà åëèïñîèäîò
x2

6
+
y2

3
+
z2

2
= 1

âî òî÷êà (x0, y0, z0) å n⃗T = [x0/3 2y0/3 z0]
T . Îä óñëîâîò íà çàäà÷àòà ñëåäóâà äåêà

ïîñòîè ðåàëåí áðîj λ > 0, òàêà øòî:

λ[1/6 1/3 1/m]T = [x0/3 2y0/3 z0]
T ,

øòî å åêâèâàëåíòíî íà ñèñòåìîò:
x0 = λ/2

y0 = λ/2

z0 = λ/m

.

Èñòî òàêà, òðîjêàòà (x0, y0, z0) jà çàäîâîëóâà ðàâåíêàòà íà ðàìíèíàòà, íî è ðàâåí-

êàòà íà åëèïñîèäîò. Çíà÷è, ïî çàìåíàòà âî ðàâåíêèòå íà ïîâðøèíèòå äîáèâàìå:

λ(3m2 + 12) = 12m2

è

λ2(3m2 + 12) = 24m2,

ñîîäâåòíî. Êîíå÷íî, λ = 2, îä êàäå øòî ñëåäóâà äåêà (x0, y0, z0) = (1, 1, 2/m).

Ñëåäíî, çàìåíóâàìå (x, y, z) ñî (1, 1, 2/m) âî ðàâåíêèòå íà ðàìíèíàòà è åëèïñîèäîò

è ïðèòîà äîáèâàìå: 2/m2 = 1/2, îäíîñíî m = ±2.

6.6 Ïàðöèjàëíè èçâîäè îä ïîâèñîê ðåä

Áèäåj�êè
∂z

∂x
,
∂z

∂y
ñå ôóíêöèè îä x è y, çà ñåêîj ïàðöèjàëåí èçâîä èìà ñìèñëà ïîâòîð-

íî ïàðöèjàëíî äà ñå äèôåðåíöèðà. Òàêà ñå äîáèâààò ñëåäíèòå âøîðè èàðöèjàëíè

èçâîgè:

∂2z

∂x2
=

∂

∂x
(
∂z

∂x
),

∂2z

∂x∂y
=

∂

∂y
(
∂z

∂x
),

∂2z

∂y∂x
=

∂

∂x
(
∂z

∂y
),
∂2z

∂y2
=

∂

∂y
(
∂z

∂y
). (6.6.1)

Çàäà÷à 153. Ïðåñìåòàj ãè âòîðèòå ïàðöèjàëíè èçâîäè íà ôóíêöèjàòà:

z = 3x2y3 − 7x3y + x3 − 3x− 4y + 12.

Ðåøåíèå. Ïðâèòå ïàðöèjàëíè èçâîäè ñå:

∂z

∂x
= 6xy3 − 21x2y + 3x2 − 3, (6.6.2)
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∂z

∂y
= 9x2y2 − 7x3 − 4. (6.6.3)

Çà âòîðèòå äîáèâàìå:

∂2z

∂x2
=

∂

∂x
(6xy3 − 21x2y + 3x2 − 3)

= 6y3 − 42xy + 6x,

∂2z

∂x∂y
=

∂

∂y
(6xy3 − 21x2y + 3x2 − 3)

= 18xy2 − 21x2,

∂2z

∂y2
=

∂

∂y
(9x2y2 − 7x3 − 4)

= 18x2y.

Îñòàâàìå çà ÷èòàòåëîò äà ïðîâåðè äåêà
∂2z

∂y∂x
=

∂2z

∂x∂y
.

Çàäà÷à 154. Äîêàæè äåêà
∂2z

∂y∂x
=

∂2z

∂x∂y
çà ôóíêöèjàòà z = arctan

x

y
.

Ðåøåíèå.

∂z

∂x
=

y

x2 + y2

∂z

∂y
= − x

x2 + y2
.

Çà âòîðèòå ìåøàíè ïàðöèjàëíè èçâîäè äîáèâàìå:

∂2z

∂x∂y
=

(x2 + y2)− 2y2

(x2 + y2)2
=

x2 − y2

(x2 + y2)2

∂2z

∂y∂x
=

−(x2 + y2) + 2x2

(x2 + y2)2
=

x2 − y2

(x2 + y2)2
.

Çàäà÷à 155. Ïðåñìåòàj
∂2z

∂y∂x
− ∂2z

∂x∂y
, êàäå øòî z = z(x, y) å çàäàäåíà ñî:

à) z = y ln(1 + xy);

á) z = ex(cos y + x sin y).
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6.7 Åêñòðåìíè âðåäíîñòè

Íåêà z = f(x, y) å ôóíêöèjà êîjà å äåôèíèðàíà è íåïðåêèíàòà íà íåêîjà îáëàñò

(ïîäìíîæåñòâî îä xoy-ðàìíèíàòà R2). Öåëòà íà îâàà ñåêöèjà å äà ïîjàñíèìå êàêî

ñå ïðîíàî�ãààò òî÷êèòå îä îâàà îáëàñò âî êîè ôóíêöèjàòà z äîñòèãíóâà ëîêàëíè

åêñòðåìè (ìàêñèìóìè èëè ìèíèìóìè).

Ôóíêöèjàòà z = f(x, y) èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì âî òî÷êà (x0, y0) àêî ïîñòîè

ε > 0, òàêà øòî:

f(x0, y0) ≥ f(x0 +△1, y0 +△2)

çà ñåêîè |△1| < ε è |△2| < ε.

Ôóíêöèjàòà z = f(x, y) èìà ëîêàëåí ìèíèìóì âî òî÷êà (x0, y0) àêî ïîñòîè

ε > 0, òàêà øòî:

f(x0, y0) ≤ f(x0 +△1, y0 +△2)

çà ñåêîè |△1| < ε è |△2| < ε.

Ñòàöèîíàðíè òî÷êè. Ïîòðåáåí óñëîâ çà ïîñòîå»å íà ëîêàëåí åêñòðåì íà

ôóíêöèjàòà z âî òî÷êà (x0, y0) å òàà òî÷êà äà ãî çàäîâîëóâà ñèñòåìîò:
∂z

∂x
= 0

∂z

∂y
= 0

. (6.7.1)

Ðåøåíèjàòà íà ñèñòåìîò (6.7.1) ñå íàðåêóâààò ñøàöèîíàðíè øî÷êè.



104 ÃËÀÂÀ 6. ÔÓÍÊÖÈÈ ÎÄ ÄÂÅ ÏÐÎÌÅÍËÈÂÈ

Äîâîëåí óñëîâ. Íåêà ôóíêöèjàòà z = f(x, y) èìà íåïðåêèíàòè ïàðöèjàëíè

èçâîäè îä âòîð ðåä âî ñòàöèîíàðíà òî÷êà (x0, y0). Îçíà÷óâàìå:

A =
∂2z

∂x2
, B =

∂2z

∂x∂y
, C =

∂2z

∂y2
(6.7.2)

è íåêà A0, B0, C0 ñå âðåäíîñòèòå íà A,B,C âî òî÷êàòà (x0, y0).

I. A0 ̸= 0.

Àêî A0C0−B2
0 > 0, òîãàø âî òî÷êàòà (x0, y0)ôóíêöèjàòà z èìà ëîêàëåí

åêñòðåì. Ïðèòîà:

(i) àêî A0 > 0, òîãàø âî òî÷êàòà (x0, y0) ôóíêöèjàòà z èìà ëîêàëåí

ìèíèìóì,

(ii) àêî A0 < 0, òîãàø âî òî÷êàòà (x0, y0) ôóíêöèjàòà z èìà ëîêàëåí

ìàêñèìóì.

Àêî A0C0 − B2
0 < 0, òîãàø âî òî÷êàòà (x0, y0) ôóíêöèjàòà z íåìà ëî-

êàëåí åêñòðåì.

Äîêîëêó A0C0−B2
0 = 0, ìîæíî å ôóíêöèjàòà äà èìà, íî ìîæíî å è äà

íåìà ëîêàëåí åêñòðåì âî òî÷êàòà (x0, y0).

II. A0 = 0.

(i) àêî B0 ̸= 0, òîãàø âî òî÷êàòà (x0, y0) ôóíêöèjàòà z íåìà ëîêàëåí

åêñòðåì,

(ii) äîêîëêó B0 = 0, òîãàø ìîæíî å ôóíêöèjàòà äà èìà íî ìîæíî å è

äà íåìà ëîêàëåí åêñòðåì âî òî÷êàòà (x0, y0).

Íàjäè ãè ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè çà ôóíêöèèòå z = f(x, y) âî ñëåäíèòå çàäà÷è.

Çàäà÷à 156. z = 6xy − x2 − y2.

Ðåøåíèå. Ãî ðåøàâàìå ñèñòåìîò:
∂z

∂x
= 0

∂z

∂y
= 0

⇐⇒

{
6y − 2x = 0

6x− 2y = 0
⇐⇒

{
x = 3y

8y = 0
. (6.7.3)

Çàêëó÷óâàìå äåêà åäèíñòâåíà ñòàöèîíàðíà òî÷êà å S1(0, 0).
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Çàäà÷à 157. z = 6xy − x3 − y3.

Ðåøåíèå. Çà ÷èòàòåëîò.

Çàäà÷à 158. z = −x2 − y2 + 4x+ 2y − 2.

Ðåøåíèå. 
∂z

∂x
= 0

∂z

∂y
= 0

⇐⇒

{
−2x+ 4 = 0

−2y + 2 = 0
⇐⇒

{
x = 2

y = 1
, (6.7.4)

Çàêëó÷óâàìå äåêà åäèíñòâåíà ñòàöèîíàðíà òî÷êà å S1(2, 1).

Çàäà÷à 159. z = sinx+ sin y + cos(x+ y), çà 0 ≤ x ≤ 3π

2
è 0 ≤ y ≤ 3π

2
.

Ðåøåíèå. 
∂z

∂x
= 0

∂z

∂y
= 0

⇐⇒

{
cosx− sin(x+ y) = 0

cos y − sin(x+ y) = 0
, (6.7.5)

Îòòóêà, äîáèâàìå äåêà cosx = sin(x+ y) = cos y, îäíîñíî:

cosx = cos y.

Ðåøåíèåòî íà ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî å: y ∈ {x + 2kπ|k ∈ Z} ∪ {−x + 2kπ|k ∈ Z}
(ñëåäóâà îä ïåðèîäè÷íîñòà è ïàðíîñòà íà ôóíêöèjàòà cosx). Îä óñëîâîò 0 ≤ x ≤
3π

2
è 0 ≤ y ≤ 3π

2
ñëåäóâà äåêà çà x, y �êå áèäàò èñïîëíåòè íåêîè îä ñëó÷àèòå:

x+ y = 0, x+ y = π, x+ y = 2π èëè x+ y = 3π. Àêî x+ y ∈ {0, π, 2π, 3π}, âàæè
sin(x+ y) = 0. Òîãàø,

cosx = 0, îäíîñíî x =
π

2
èëè x =

3π

2
. (6.7.6)

Âî ñåêîj îä ãîðåíàâåäåíèòå ñëó÷àè äîáèâàìå:

y = −π
2
èëè y = −3π

2
;

y = π − π

2
=
π

2
èëè y = π − 3π

2
= −π

2
;

y =
3π

2
èëè y = 2π − 3π

2
=
π

2
;

y = 3π − π

2
=

5π

2
èëè y =

3π

2
;
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ñîîäâåòíî. Àêî x = y, òîãàø ñî çàìåíà âî åäíà îä ðàâåíêèòå îä ñèñòåìîò (6.7.5)

äîáèâàìå:

cosx− sin(2x) = 0, cosx− 2 sinx cosx = 0, cosx(1− 2 sinx) = 0. (6.7.7)

Ñëåäñòâåíî, cosx = 0 èëè sinx =
1

2
. Çíà÷è x =

π

2
, x =

3π

2
, x =

π

6
è x = π−π

6
=

5π

6
.

Ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè ñå:

S1(
π

2
,
3π

2
), S2(

3π

2
,
π

2
), S3(

π

2
,
π

2
), S4(

3π

2
,
3π

2
), S5(

π

6
,
π

6
) è S6(

5π

6
,
5π

6
).

Çàäà÷à 160. Ïðåñìåòàj ãî íàjìàëîòî ðàñòîjàíèå ìå�ãó ïðàâèòå:

p :
x− 5

1
=

y

−16
=
z + 4

2
è q :

x− 27

2
=
y + 25

1
=
z − 1

−2
. (6.7.8)

Ðåøåíèå. Ïðàâèòå ãè çàïèøóâàìå âî ïàðàìåòàðñêè îáëèê.

p :


x = 5 + t1

y = −16t1

z = −4 + 2t1

t1 ∈ R

, q :


x = 27 + 2t2

y = −25 + t2

z = 1− 2t2

t2 ∈ R

. (6.7.9)

Êîðèñòèìå îçíàêà r(t) çà òî÷êàòà íà ïðàâàòà r øòî ñå äîáèâà ñî çàìåíà íà t âî

ïàðàìåòàðñêàòà ðàâåíêà íà r. Çàäà÷àòà ìîæå äà ñå ïðåôîðìóëèðà âàêà:

Íàjäè áðîåâè t1, t2 ∈ R òàêâè øòî çà òî÷êèòå P = p(t1), Q = p(t2) ðàñòîjàíèåòî

d(P,Q) = PQ å ìèíèìàëío.

Íåêà t1, t2 ñå òàêâè áðîåâè. Òîãàø,

d(P,Q) =
√
(22 + 2t2 − t1)2 + (−25 + t2 + 16t1)2 + (−5− 2t2 − 2t1)2. (6.7.10)

Äà çàáåëåæèìå äåêà àêî t1, t2 ñå òàêâè øòî (d(P,Q))2 å ìèíèìàëíî, òîãàø d(P,Q)

å, èñòî òàêà, ìèíèìàëíî (ïîåíòàòà íà òîà øòî �êå ðàáîòèìå ñî d2 å äèôåðåíöè-

ðà»åòî äà ñå ñâåäå íà äèôåðåíöèðà»å íà ïîòêîðåíîâàòà âðåäíîñò). Çíà÷è, áàðàìå

ëîêàëíè åêñòðåìè (ìèíèìóìè) íà ôóíêöèjà:

f(t1, t2) = (22 + 2t2 − t1)
2 + (−25 + t2 + 16t1)

2 + (−5− 2t2 − 2t1)
2. (6.7.11)

Çà íàî�ãà»å íà ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè ãî ðåøàâàìå ñèñòåìîò:
∂f

∂t1
= 29t1 + 2t2 − 48 = 0

∂f

∂t2
= 2t1 + t2 + 1 = 0

, (6.7.12)



6.7. ÅÊÑÒÐÅÌÍÈ ÂÐÅÄÍÎÑÒÈ 107

è äîáèâàìå: t1 = 2, t2 = 5. Åäèíñòâåíà ñòàöèîíàðíà òî÷êà å S1(2, 5). Çà âòîðèòå

èçâîäè èìàìå: 

∂2f

∂t21
= 29

∂2f

∂t1∂t2
=

∂2f

∂t2∂t1
= 2

∂2f

∂t22
= 1

. (6.7.13)

Çíà÷è, A0 = 29, B0 = 2, C0 = 1, îä êàäå øòî A0C0 − B2
0 = 29 − 4 = 25 > 0.

Ñëåäñòâåíî, âî òî÷êàòà S1(2, 5) ôóíêöèjàòà f èìà ëîêàëåí åêñòðåì. Áèäåj�êè A0 >

0, çàêëó÷óâàìå äåêà f äîñòèãíóâà ìèíèìàëíà âðåäíîñò. Òàà èçíåñóâà f(2, 5) = 225

îä êàäå

d(P,Q) =
√
225 = 15.

Çàäà÷à 161. Íàjäè ãè ëîêàëíèòå åêñòðåìè íà:

à) Ôóíêöèjàòà äàäåíà âî çàäà÷àòà 156;

á) Ôóíêöèjàòà äàäåíà âî çàäà÷àòà 158;

â) Ôóíêöèjàòà äàäåíà âî çàäà÷àòà 159.

Çàäà÷à 162. Íàjäè ãè åêñòðåìíèòå âðåäíîñòè íà ôóíêöèjàòà f(x, y) = x2−y2+5

íà òðèàãîëíèêîò ñî òåìè»à (−1,−2), (0, 1) è (2,−2), âêëó÷óâàj�êè jà è íåãîâàòà

âíàòðåøíîñò.

Ðåøåíèå. Ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè ñå äîáèâààò êîãà ïðâèòå ïàðöèjàëíè èçâîäè íà

ôóíêöèjàòà z = z(x, y) �êå ñå èçåäíà÷àò íà 0. Ñî äðóãè çáîðîâè, îâèå òî÷êè ñå

ðåøåíèjà íà ñèñòåìîò: 
∂z

∂x
= 0

∂z

∂y
= 0

,

îäíîñíî: {
2x = 0

2y = 0
⇐⇒

{
x = 0

y = 0
.

Äà çàáåëåæèìå äåêà åäèíñòâåíàòà ñòàöèîíàðíà òî÷êà ïðèïà�ãà âî îáëàñòà âî êîjà

áàðàìå åêñòðåì. Îä âòîðèòå ïàðöèjàëíè èçâîäè ñå îïðåäåëóâà ïðèðîäàòà íà åê-

ñòðåìîò. Ïðåñìåòóâàìå: A =
∂2z

∂x2
= 2, B =

∂2z

∂x∂y
= 0, C =

∂2z

∂y2
= 2 è D =
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AC − B2 = 4. Áèäåj�êè òóêà D > 0, âî îâàà òî÷êà èìà ëîêàëåí åêñòðåì. Îä

A0 > 0 (C0 > 0), çàêëó÷óâàìå äåêà ñòàíóâà çáîð çà ëîêàëåí ìèíèìóì. Âî òî÷-

êàòà N1(0, 0) ôóíêöèjàòà z äîñòèãíóâà âðåäíîñò zN1 = 5.

Ñî îãëåä íà òîà äåêà èñïèòóâàìå åêñòðåìè íà çàòâîðåíà è îãðàíè÷åíà îáëàñò,

òðåáà äà ñå èñïèòààò è ðàáîâèòå íà îáëàñòà. Íåêà òåìè»àòà íà îáëàñòà ãè îçíà÷èìå

ñî: P (−1,−2), Q(2,−2) è R(0, 1).

− Íà îòñå÷êàòà PQ èìàìå: y = −2, −1 ≤ x ≤ 2. Òàêà, z(x,−2) = f1(x) = x2+1.

Áàðàìå åêñòðåìè íà ôóíêöèjàòà íà èíòåðâàëîò [−1, 2], ïà çàòîà jà îöåíóâàìå

ôóíêöèjàòà f1(x) âî íåjçèíèòå ñòàöèîíàðíè òî÷êè è âî êðàjíèòå òî÷êè íà

èíòåðâàëîò. Ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè íà îâàà ôóíêöèjà ñå äîáèâààò êîãà ïðâèîò

èçâîä �êå ñå èçåäíà÷è íà 0, f ′1(x) = 2x = 0. Îäîâäå, ñòàöèîíàðíà òî÷êà å

òî÷êàòà N2(0,−2). Ñî äèðåêòíà ïðåñìåòêà ñå äîáèâà: zN2 = 1, zP = 2 è

zQ = 5.

− Íà îòñå÷êàòà QR èìàìå: y = −3

2
x + 1, 0 ≤ x ≤ 2. Òàêà, z(x,−3

2
x + 1) =

−5

4
x2 + 3x + 4 = f2(x). Îâàà ôóíêöèjà èìà ñòàöèîíàðíà òî÷êà x =

6

5
. Îä

y = −3

2
x+1 jà äîáèâàìå òî÷êàòà N3(

6

5
,−4

5
), è ïðåñìåòóâàìå äåêà zN3 = 5, 8.

Çà òåìåòî R âàæè: zR = 4.

− Íà îòñå÷êàòà PR èìàìå: y = 3x + 1,−1 ≤ x ≤ 1. Ñåãà, z(x, y) = z(x, 3x +

1) = −8x2 − 6x + 4 = f3(x). Ñëè÷íî êàêî è íà îòñå÷êàòà QR, åäèíñòâåíà

ñòàöèîíàðíà òî÷êà å x = −3

8
, îäíîñíî òî÷êàòà N4(−

3

8
,−1

8
). Ñå äîáèâà äåêà:

zN4 =
41

8
.

Êîíå÷íî, îä äîáèåíèòå ðåçóëòàòè å î÷èãëåäíî äåêà ôóíêöèjàòà z äîñòèãíóâà ìàê-

ñèìóì âî òî÷êàòà N3, à ìèíèìóì âî òî÷êàòà N2.

Çàäà÷à 163. Íàjäè ãè åêñòðåìíèòå âðåäíîñòè íà ôóíêöèjàòà z = x2+y2+4x−4y

âî îáëàñòà x2 + y2 ≤ 16.

Ðåøåíèå. Êàêî è âî ïðåòõîäíàòà çàäà÷à, ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè ñå äîáèâààò êîãà

ïðâèòå ïàðöèjàëíè èçâîäè íà ôóíêöèjàòà z = z(x, y) �êå ñå èçåäíà÷àò íà 0. Çíà÷è,

îâèå òî÷êè ñå ðåøåíèjà íà ñèñòåìîò:
∂z

∂x
= 2x+ 4 = 0

∂z

∂y
= 2y − 4 = 0

⇐⇒

{
x = −2

y = 2
.
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Ñî ïðåñìåòóâà»å íà âòîðèòå ïàðöèjàëíè èçâîäè ñå îïðåäåëóâà ïðèðîäàòà íà åâåí-

òóàëíèîò åêñòðåì: A =
∂2z

∂x2
= 2, B =

∂2z

∂x∂y
= 0, C =

∂2z

∂y2
= 2. Çíà÷è, A0 = 2, B0 =

0, C0 = 2 è A0C0 −B2
0 = 4 > 0.

− Òî÷êàòàN1(2,−2) ïðèïà�ãà âî îáëàñòà x2+y2 ≤ 16. Áèäåj�êè A0C0−B2
0 = 4 > 0

è A0 > 0, âî îâàà òî÷êà èìà ëîêàëåí ìèíèìóì. Ñå äîáèâà äåêà zN1 = −8.

Ñî îãëåä íà òîà äåêà èñïèòóâàìå åêñòðåìè íà çàòâîðåíà è îãðàíè÷åíà îáëàñò, òðåáà

äà ñå èñïèòààò è ðàáîâèòå íà îáëàñòà, êàêî è íåjçèíèòå òåìè»à (àêî èìà). Îáëàñòà

âî îâàà çàäà÷à å îãðàíè÷åíà ñî êðóæíèöàòà x2 + y2 = 16, ïà îâàà êðóæíèöà

jà çàïèøóâàìå âî ïàðàåòàðñêè îáëèê x(t) = 4 cos t, y(t) = 4 sin t, 0 ≤ t < 2π.

Ôóíêöèjàòà z(x, y) íà êðóæíèöàòà ãî èìà ñëåäíèîò îáëèê:

z = z(x(t), y(t)) = (4 cos t)2 + (4 sin t)2 + 16 cos t− 16 sin t = 16(1 + cos t− sin t).

Ñòàöèîíàðíàòà òî÷êà íà îâàà ôóíêöèjà ñå äîáèâà êîãà ïðâèîò èçâîä �êå ñå

èçåäíà÷è íà 0, ò.å. z′(t) = −16 sin t− 16 cos t = 0. Oä ïîñëåäíàòà ðàâåíêà ñå äîáèâà

sin t = − cos t ⇐⇒ tanx = −1. Çíà÷è ôóíêöèjàòà èìà äâå ñòàöèîíàðíè òî÷êè:

t = −π/4 è t = 3π/4, îäíîñíî N2(2
√
2,−2

√
2) è N3(−2

√
2, 2

√
2), ñîîäâåòíî.

− ÇàN2(2
√
2,−2

√
2) èìàìå: zN2 = z(π/4) = 16(1+

√
2
2 +

√
2
2 ) = 16(1+

√
2) ≈ 38, 6.

− Çà N3(−2
√
2, 2

√
2) èìàìå: zN3 = z(3π/4) = 16(1 −

√
2
2 −

√
2
2 ) = 16(1 −

√
2) ≈

−6, 6.

Êîíå÷íî, îä äîáèåíèòå ðåçóëòàòè å î÷èãëåäíî äåêà ôóíêöèjàòà z äîñòèãíóâà ìàê-

ñèìóì âî òî÷êàòà N2, à ìèíèìóì âî òî÷êàòà N1.

Çàäà÷à 164. Åäíà êîìïàíèjà ðàçâèëà ìîäåë ñïîðåä êîj çàðàáîòóâà÷êàòà çàâèñè

îä áðîjîò íà ïðîäàäåíè áîíáîíè x (ìåðåíè âî èëèjàäè) è áðîjîò íà ÷àñîâè TV

ðåêëàìè y, ñïîðåä ñëåäíàòà ôóíêöèjà:

z = f(x, y) = 48x+ 96y − x2 − 2xy − 9y2,

êàäå z ñå ìåðè âî èëjàäè äåíàðè. Ìàêñèìàëíèîò áðîj íà áîíáîíè êîè êîìïàíèjàòà

ìîæå äà ãè ïðîèçâåäå å 50 000, à ìàêñèìàëíèîò áðîj íà ÷àñîâè çà TV ðåêëàìè å

25. Îïðåäåëè ãè x è y òàêà øòî ïðîôèòîò �êå ñå ìàêñèìèçèðà.

Ðåøåíèå. Çà äà ãî ìàêñèìèçèðàìå ïðîôèòîò ïîòðåáíî å äà ãî íàjäåìå ìàêñèìó-

ìîò íà ôóíêöèjàòà f(x, y) = 48x+ 96y − x2 − 2xy − 9y2, íà îáëàñòà îïðåäåëåíà ñî

0 ≤ x ≤ 50 è 0 ≤ y ≤ 25.
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Ñïðîâåäóâàj�êè jà ïðåòõîäíî èçëîæåíàòà ïîñòàïêà ñå äîáèâà äåêà ïðîôèòîò å

ìàêñèìàëåí àêî êîìïàíèjàòà ïðîèçâåäóâà 21 000 áîíáîíè, à ñå ðåêëàìèðà 3 ÷àñà.

Óñëîâíè åêñòðåìè. Åêñòðåìèòå íà ôóíêöèjàòà z = f(x, y) çà êîè âàæè äîïîë-

íèòåëåí óñëîâ φ(x, y) = 0 ñå íàðåêóâààò óñëîâíè åêñòðåìè. Òèå ñå áàðààò êàêî

ñëîáîäíè åêñòðåìè íà ôóíêöèjàòà:

F (x, y, λ) = f(x, y) + λφ(x, y). (6.7.14)

Çàäà÷à 165. Íàjäè ãè åêñòðåìèòå íå ôóíêöèjàòà f(x, y) = x2 +4y2 − 2x+8y ïðè

óñëîâ x+ 2y = 7.

Ðåøåíèå. Íàjïðâî jà ôîðìèðàìå ôóíêöèjàòà:

F (x, y, λ) = x2 + 4y2 − 2x+ 8y − λ(x+ 2y − 7),

è ïîòîà ãè áàðàìå íåjçèíèòå ñëîáîäíè åêñòðåìè. Îä ïðâèòå ïàðöèjàëíè èçâîäè íà

F ñå äîáèâààò ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè:
2x− 2− λ = 0

8y + 8− 2λ = 0

x+ 2y = 7

⇐⇒


x = 1 + λ/2

y = −1 + λ/4

7 = 1 + λ/2− 2 + 2λ/4

⇐⇒


x0 = 5

y0 = 1

λ = 7

.

Îäîâäå äîáèâàìå äåêà òî÷êàòà (5, 1) å ñòàöèîíàðíà òî÷êà è âðåäíîñòà íà ôóí-

êöèjàòà âî íåà å 27. Çà òî÷êàòà (5, 1) ïîòâðäóâàìå äåêà âî òàà òî÷êà ñå äîñòèãíóâà

ëîêàëåí ìèíèìóì îòêàêî �êå jà ñïîðåäèìå ñî äðóãè òî÷êè êîè ãî èñïîëíóâààò óñ-

ëîâîò, íà ïðèìåð (7, 0) è (0, 7/2). Âî îâèå òî÷êè ôóíêöèjàòà ïðèìà âðåäíîñòè

f(7, 0) = 35 > 7 è f(0, 7/2) = 77 > 27.

Çàäà÷à 166. Äàäåí å òðèàãîëíèê ñî äîëæèíè íà ñòðàíèòå a, b, c è ïëîøòèíà P . Äà

ñå íàjäå òî÷êà îä âíàòðåøíîñòà íà òðèàãîëíèêîò, òàêà øòî çáèðîò îä êâàäðàòèòå

íà ðàñòîjàíèjàòà îä òàà òî÷êà äî ñòðàíèòå íà òðèàãîëíèêîò å íàjìàë.

Ðåøåíèå. Íåêà òî÷êàòà M å èçáðàíà âî âíàòðåøíîñòà íà òðèàãîëíèêîò ABC

êàêî øòî å íàâåäåíî âî çàäà÷àòà. Íåêà ðàñòîjàíèjàòà íà òî÷êàòà M äî ñòðàíèòå

a, b è c ñå x, y è z, ñîîäâåòíî. Òîãàø, ïëîøòèíàòà P íà△ABC ìîæå äà ñå ïðåñìåòà

êàêî ñóìà íà ïëîøòèíèòå íà △ABM , △BCM è △AMC:

P =
ax

2
+
by

2
+
cz

2
.

Ôóíêöèjàòà êîjà òðåáà äà ñå ìèíèìèçèðà å ñóìàòà îä ðàñòîjàíèjàòà íà òî÷êàòà

M äî ñòðàíèòå íà òðèàãîëíèêîò, ò.å. u(x, y, z) = x2 + y2 + z2, íî ïðèòîà òðåáà äà

âàæè äîïîëíèòåëíèîò óñëîâ 2P = xa+by+cz. Çàòîà jà ðàçãëåäóâàìå ôóíêöèjàòà:

U(x, y, z, λ) = x2 + y2 + z2 + λ(2P − ax− by − cz).
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Îä ïðâèòå ïàðöèjàëíè èçâîäè ïî x, y, z è λ ñå äîáèâààò ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè:


2x− λa = 0

2y − λb = 0

2z − λc = 0

2P = ax+ by + cz

⇐⇒



x =
λa

2

y =
λb

2

z =
λc

2

2P = λ
a2 + b2 + c2

2

⇐⇒



x0 =
2Pa

a2 + b2 + c2

y0 =
2Pb

a2 + b2 + c2

z0 =
2Pc

a2 + b2 + c2

λ =
4P

a2 + b2 + c2

.

Çà äà äîêàæåìå äåêà âî òî÷êàòà M(x0, y0, z0) ñå äîñòèãíóâà ìèíèìàëíà âðåä-

íîñò, ïîà�ãàìå îä íåðàâåíñòâîòî:

2P = ax+ by + cz ≤
√
a2 + b2 + c2

√
x2 + y2 + z2.

Ïîñëåäíîòî íàðàâåíñòâî å ïîçíàòî êàêî íåðàâåíñòâî íà Êîøè-Øâàðö. Îòòóêà,

x2 + y2 + z2 ≥ 4P 2

a2 + b2 + c2
. (6.7.15)

Èñòî òàêà,

x20 + y20 + z20 =
4P 2a2

(a2 + b2 + c2)2
+

4P 2b2

(a2 + b2 + c2)2
+

4P 2c2

(a2 + b2 + c2)2
=

4P 2

a2 + b2 + c2
.

Íåðàâåíñòâîòî (6.7.15) å èñïîëíåòî çà ñèòå ðåàëíè áðîåâè x, y, z. Çàêëó÷óâàìå äåêà

ôóíêöèjàòà U äîñòèãíóâà ìèíèìàëíà âðåäíîñò âî òî÷êàòà M(x0, y0, z0).

Íåðàâåíñòâî íà Êîøè-Øâàðö. Çà ñåêîè a1, a2, a3, b1, b2, b3 ∈ R âàæè:

a1b1 + a2b2 + a3b3 ≤
√
a21 + a22 + a23

√
b21 + b22 + b23, (6.7.16)

ïðè øòî ðàâåíñòâî å èñïîëíåòî àêî è ñàìî àêî (a1, a2, a3) = λ(b1, b2, b3) çà

íåêîj λ ∈ R.

Äîêàçîò ñëåäóâà îä î÷èãëåäíîòî íåðàâåíñòâî:

0 ≤ (a1x+ b1)
2 + (a2x+ b2)

2 + (a3x+ b3)
2.

Ïàðàáîëàòà (ãëåäàíà êàêî êâàäðàòíà ôóíêöèjà) å íåíåãàòèâíà çà ñåêîj x ∈ R
åäèíñòâåíî àêî íåjçèíàòà äèñêðèìèíàíòà å íåïîçèòèâíà. Èìàj�êè ïðåäâèä äåêà:

(a1x+ b1)
2 + (a2x+ b2)

2 + (a3x+ b3)
2

=
(
a21 + a22 + a23

)
x2 + 2

(
a1b1 + a2b2 + a3b3

)
x+ b21 + b22 + b23,
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çà äèñêðèìèíàòíàòà D èìàìå:

D = 4(a1b1 + a2b2 + a3b3)
2 − 4(a21 + a22 + a23)(b

2
1 + b22 + b23) ≤ 0.

Êàðàêòåðèçàöèjàòà íà òîà êîãà ñå äîñòèãíóâà ðàâåíñòâî å î÷èãëåäíî òî÷íà.

Çàäà÷à 167. Âî åëèïñîèäîò
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 âïèøè ïàðàëåëîïèïåä ÷èè ñòðàíè

ñå ïàðàëåëíè ñî êîîðäèíàòíèòå îñêè, òàêà øòî âîëóìåíîò å ìàêñèìàëåí.

Ðåøåíèå. Íåêà P å ïàðàëåëîïèïåäîò ñî ìàêñèìàëåí âîëóìåí è íåêà (x, y, z) å

òåìåòî íà ïàðàëåëîïèïåäîò êîå ñå íàî�ãà âî I-îêòàíò. Òîãàø, çàðàäè óñëîâîò çà

ïàðàëåëíîñò äîáèâàìå: V = 8xyz è

V (x, y, z, λ) = 8xyz + λ(
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
− 1)

çà ôóíêöèjàòà íà âîëóìåí íà ïàðàëåëîïèïåäîò âïèøàí âî åëèïñîèäîò. Çíà÷è, çà-

äà÷àòà ñå ñâåäóâà íà íàî�ãà»å íà åêñòðåìíè âðäíîñòè íà âîëóìåíñêàòà ôóíêöèjà.

Äåòàëèòå ãè îñòàâàìå íà ÷èòàòåëîò.

Äà íàïîìåíåìå äåêà âîëóìåíñêàòà ôóíêöèjà íå äîñòèãà ìèíèìàëíà âðåäíîñò çàòîà

øòî åäíàòà îä ñòðàíèòå íà ïàðàëåëîïèïåäîò ìîæå äà ñå èçáåðå ïðîèçâîëíî ìàëà,

îä êàäå è âîëóìåíîò ïðîèçâîëíî ìàë.

6.8 Äîïîëíèòåëíè çàäà÷è

Çàäà÷à 168. Êîëêó ïðîìåíëèâè èìà ñëåäíàòà ôóíêöèjà:

à) f(x+ y) = (sin y − cosx)2 + 0, 5 sin 2x sin 2y;

á) f

(
x,
x

y

)
= lnx(lnx− ln y).

Çàäà÷à 169. Íåêà f(x, y) = x2− y. Ïðåñìåòàj: f(1, 2), f(2, 1), f(−2, 4) è 1/f(2, 1).

Çàäà÷à 170. Íåêà f(x, y) =

√
1− x2

9
− y2

4
. Îïðåäåëè ãè êðèâèòå çà êîè f(x, y) =

c, c ∈ {0, 1/5, 2/5, 3/5, 4/5, 1}.

Çàäà÷à 171. Îïðåäåëè jà äåôèíèöèîíàòà îáëàñò íà ñëåäíàòà ôóíêöèjà:

à) z = arcsin (x/y); á)z = ln ln(x− y);

â) z = ln sin(x− y); ã) z = arcsinx+ arcsin
x

y
.
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Çàäà÷à 172. Ñêèöèðàj ãè ñëåäíèòå ôóíêöèè:

à) z = 3−
√
x2 − y2; á)z = 3 +

√
x2 − y2;

â) z = 1 + x2 + (y − 1)2; ã) z = x2 − 1.

Çàäà÷à 173. Ïðåñìåòàj ãè ïðâèòå ïàðöèjàëíè èçâîäè íà ôóíêöèjàòà:

a) z = x8e3y; á) z = sin(3x) cos(3y);

â) z = exy cosx sin y; ã) z = ln(xy).

Çàäà÷à 174. Ïðåñìåòàj ãè ïðâèòå ïàðöèjàëíè èçâîäè âî (1, 2) è (2,−1) çà ôóíê-

öèjàòà:

a) z =
xy

x− y
; á) z = e−x cos y; â) z = x2 − 3xy + y2.

Çàäà÷à 175. Çà ôóíêöèjàòà z = z(x, y) äàäåíà ñî xy−xz ln(yz) = 1, ïðåñìåòàj ãè

ïàðöèjàëíèòå èçâîäè îä ïðâ ðåä. Íàjäè ãè òàíãåíòíàòà ðàìíèíà è íîðìàëàòà íà

z = z(x, y) âî òî÷êàòà (1, 1, z0).

Çàäà÷à 176. Äîêàæè äåêà
∂2z

∂y∂x
=

∂2z

∂x∂y
, àêî u(x, y) = sin(3x− 2y)+ cos(x+4y).

Çàäà÷à 177. Ïðåñìåòàj ãè ïàðöèjàëíèòå èçâîäè îä âòîð ðåä íà ôóíêöèjàòà:

a) z(x, y) = ex sin(x+ y2); á) z(x, y) =
xy

x+ y
; â) z(x, y) = (x+ 2y)2 ln

x

y
.

Çàäà÷à 178. Íàïèøè ðàâåíêà íà òàíãåíòíà ðàìíèíà è íîðìàëà íà ïîâðøèíàòà

z(x, y) = x3 − x2y + y2 − 2x+ 3y − 2 âî òî÷êàòà M(−1, 3).

Çàäà÷à 179. Äàäåíà å ïîâðøèíàòà S : 3(yx+ zx+ xy) = xyz.

à) Ïðåñìåòàj ãè ïðâèòå ïàðöèjàëíè èçâîäè:
∂z

∂x
è
∂z

∂y
;

á) Íàïèøè jà ðàâåíêàòà íà òàíãåíòíàòà ðàìíèíà íà ïîâðøèíàòà S âî òî÷êàòà

(−1, 1, z0) øòî ëåæè íà S.

Çàäà÷à 180. Äîêàæè äåêà ïðîèçâîëíà òàíãåíòíà ðàìíèíà íà ïîâðøèíàòà: z2 =

x2 + y2 ìèíóâà íèç êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê.

Çàäà÷à 181. Äîêàæè äåêà íîðìàëàòà âî ïðîèçâîëíà òî÷êà îä ñôåðàòà: x2 + y2 +

z2 = R2, R > 0 ìèíóâà íèç êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê.
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Çàäà÷à 182. Íàjäè ãè ëîêàëíèòå åêñòðåìè íà ôóíêöèjaòà:

à) z(x, y) = x3 ++3xy2 − 3x2 − 3y2 + 4;

á) z(x, y) =
cosx

1− sin2 y
;

â) z(x, y) = y3 + x2 − 6xy + 3x+ 6y − 7.

Çàäà÷à 183. Ïðåñìåòàj ãè íàjãîëåìàòà è íàjìàëàòà âðåäíîñò íà ôóíêöèjàòà

f(x, y) = x2 − 2xy + 4y2 − 4x− 2y + 24

âî îáëàñòà çàäàäåíà ñî: 0 ≤ x ≤ 4, 0 ≤ y ≤ 2.

Çàäà÷à 184. Ïðåñìåòàj ãè íàjãîëåìàòà è íàjìàëàòà âðåäíîñò íà ôóíêöèjàòà

f(x, y) = 4x2 − 2xy + 6y2 − 8x+ 2y + 3

âî îáëàñòà çàäàäåíà ñî: 0 ≤ x ≤ 2, −1 ≤ y ≤ 3.

Çàäà÷à 185. Çàòâîðåíà êàðòîíñêà êóòèjà å íàïðàâåíà îä ðàçëè÷íè ìàòåðèjàëè;

çà äíîòî íà êóòèjàòà ñå êîðèñòè ìàòåðèjàë êîj ÷èíè 20 äåí/m2, à çà ñòðàíèòå

è êàïàêîò ñå êîðèñòè ìàòåðèjàë êîj ÷èíè 10 äåí/m2. Íàjäè ãè äèìåíçèèòå íà

êóòèjàòà ñî íàjãîëåì âîëóìåí êîjà ìîæå äà ñå íàïðàâè çà 360 äåíàðè.

Çàäà÷à 186. Êîjà å ìàêñèìàëíàòà ðàçëèêà ïîìå�ãó x è y, àêî òî÷êàòà (x, y, z)

ëåæè íà ïîâðøèíàòà x2 + y2 + xy = 1?

Çàäà÷à 187. Êîjà å íàjîäàëå÷åíàòà òî÷êà îä (0, 0, 1/2) êîjà ëåæè íà åëèïñîèäîò

4x2 + 3y2 + z2 = 1?

Çàäà÷à 188. Àêî ïîñòîjàò, îïðåäåëè ãè íàjáëèñêàòà è íàjäàëå÷íàòà òî÷êà îä êî-

íóñîò z2 = (x− 1)2 + (y − 2)2 äî êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê.



Ãëàâà 7

Äâîjíè èíòåãðàëè

7.1 Ïîèì, ãåîìåòðèñêî çíà÷å»å è ïðåñìåòóâà»å

Äâîåí èíòåãðàë îä ôóíêöèjà z = f(x, y) íà ïðàâèëíà îáëàñò D ñå äåôèíèðà

ñî ôîðìóëàòà:∫∫
D

f(x, y)dx dy =

∫ b

a
dx

∫ φ2(x)

φ1(x)
f(x, y)dy =

∫ d

c
dy

∫ ψ2(y)

ψ1(y)
f(x, y)dx, (7.1.1)

êàäå øòî:

D = {(x, y) ∈ R2 | a ≤ x ≤ b, φ1(x) ≤ y ≤ φ2(x)} (7.1.2)

= {(x, y) ∈ R2 | c ≤ y ≤ d, ψ1(x) ≤ x ≤ ψ2(x)}.

Àêî îáëàñòà D å ïðàâîàãîëíà, òîãàø êîðèñòèìå îçíàêà:∫ b

a
dx

∫ d

c
f(x, y)dy =

∫ b

a

(∫ d

c
f(x, y)dy

)
dx.

Íà ñëèêàòà 7.1. ñå ïðèêàæàíè îáëàñòè âî äâàòà ìîæíè ñëó÷àè áèäåj�êè ïðàâèëíàòà

îáëàñò D äàäåíà ñî ðàâåíêàòà (7.1.2) ìîæå äà èìà äâå ðåïðåçåíòàöèè. Ñî öðâåíà

áîjà ñå îçíà÷åíè ôóíêöèèòå φ1, ψ1 à ñî ñèíà áîjà ôóíêöèèòå φ2, ψ2.

Àêî îáëàñòà íà èíòåãðàöèjà, D, âî ôîðìóëàòà (7.1.2) ìîæå äà çàïèøå êàêî

D1 ∪D2 ∪ ... ∪Dn òàêà øòî Di ∩Dj å íàjìíîãó îòñå÷êà, òîãàø:∫∫
D

f(x, y)dx dy =

∫∫
D1

f(x, y)dx dy +

∫∫
D2

f(x, y)dx dy + ...+

∫∫
Dn

f(x, y)dx dy.

(7.1.3)
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I ñëó÷àj II ñëó÷àj

Ñëèêà 7.1: D = D1 ∪D2 ∪D3 = D′
1 ∪D′

2 ∪D′
3.

Íà ñëèêàòà 7.1. å ïðèêàæàíà îáëàñòà íà èíòåãðàöèjà D ïðè äâàòà íàj÷åñòè íà÷èíè

íà ðàçëîæóâà»å. Èìåíî, âî ïðâèîò ñëó÷àj ñå èçáèðà x îä íåêîj îä èíòåðâàëèòå

(a, c), (c, d), (d, b) è çà ñîîäâåòíèîò èçáîð ñå ðàçãëåäóâààò òî÷êèòå îä îáëàñòà D,

îäíîñíî òî÷êèòå îä îòñå÷êàòà {(x, y)|φ1(x) ≤ y ≤ φ2(x)}. Àíàëîãíî ñå òðåòèðà è

âòîðèîò ñëó÷àj, ïðè øòî ñå çàìåíóâààò óëîãèòå íà x è y îäíîñíî φ è ψ.

Çàäà÷à 189. Îïðåäåëè ãè ãðàíèöèòå íà èíòåãðàöèjà íà

∫∫
D

f(x, y)dxdy, êàäå øòî:

à) D å òðèàãîëíèêîò ñî òåìè»à âî òî÷êèòå A(0, 0), B(1, 1) è C(2, 5);

á) D = {(x, y) | 4 ≤ x2 + y2 ≤ 9};

â) D å äåëîò îä ðàìíèíàòà îãðàíè÷åí ñî êðèâèòå y = x2 è y = x3 âî ïðâèîò

êâàäðàíò (äåëîò ñî êîíå÷íà ïëîøòèíà);

ã) D å äåëîò îä ðàìíèíàòà îãðàíè÷åí ñî êðèâèòå y = lnx è y = ln2 x (äåëîò ñî

êîíå÷íà ïëîøòèíà).

Ðåøåíèå. à) Ãè íàî�ãàìå ðàâåíêèòå íà ïðàâèòå íà êîè ëåæàò ñòðàíèòå íà òðè-

àãîëíèêîò AB, AC è BC. Çà ïðâèòå äâå ãè èìàìå ðàâåíêèòå AB : y = x è

AC : y = 5/2x. Çà ïðåñìåòóâà»å íà ðàâåíêà íà ïðàâàòà íèç B è C ìîæå äà

ñå êîðèñòè ôîðìóëàòà çà ðàâåíêà íà ïðàâà íèç äâå òî÷êè, à ìîæå äà ñå êîðèñòè è

ñëåäíàòà òåõíèêà.
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à) á)

â) ã)

Ñëèêà 7.2: Îáëàñòèòå îä çàäà÷àòà 189.

Âåêòîðîò
−−→
BC = [ 2− 1 5− 1 ]T = [ 1 4 ]T . Àêî ñî {x, y} ãî îçíà÷èìå ðàäèóñ

âåêòîðîò íà ïðîèçâîëíà òî÷êà îä ïðàâàòà, òîãàø:[
x

y

]
=

[
1

1

]
+ t

[
1

4

]
, t ∈ R ⇐⇒ x = 1 + t, y = 1 + 4t, t ∈ R. (7.1.4)

Ñî èçåäíà÷óâà»å íà t îä äâåòå ðàâåíêè äîáèâàìå:

x− 1 =
y − 1

4
⇐⇒ y = 4x− 3. (7.1.5)
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Êàêî øòî å äàäåíî íà ñëèêàòà 7.2. à), çà èçáîð íà 0 ≤ x ≤ 1, òî÷êè îä îáëàñòà ñå

ñèòå òî÷êè (x, y) òàêâè øòî y-êîîðäèíàòàòà å îãðàíè÷åíà ñî âðåäíîñòèòå íà äâå îä

ïðàâèòå êîè ïðåòõîäíî ãè ïðåñìåòàâìå, àíàëîãíî è çà èçáîð íà 1 ≤ x ≤ 2. Èìåíî,

çà îáëàñòà íà èíòåãðàöèjà âàæè: D = D1 ∪ D2, êàäå øòî D1 = {(x, y) | 0 ≤ x ≤
1, x ≤ y ≤ 5

2
x} è D2 = {(x, y) | 1 ≤ x ≤ 2, 4x− 3 ≤ y ≤ 5

2
x}. Îòòàìó,

∫∫
D

f(x, y) dxdy =

∫ 1

0
dx

∫ 5/2x

x
f(x, y)dy +

∫ 2

1
dx

∫ 5/2x

4x−3
f(x, y)dy.

á) Ðàâåíêàòà íà êðóæíèöàòà x2 + y2 = R2 jà çàïèøóâàìå âî åêâèâàëåíòíèîò îá-

ëèê y = ±
√
R2 − x2, ïðè øòî ãðàôèêîò íà êðóæíèöàòà ìîæåìå äà ãî ãëåäàìå

êàêî óíèjà îä ãðàôèöèòå íà ñëåäíèòå äâå êðèâè: y =
√
R2 − x2 è y = −

√
R2 − x2.

Ïðâàòà îä íèâ å ãîðíàòà ïîëóêðóæíèöà (íàä x-îñêàòà), à âòîðàòà å äîëíàòà ïî-

ëóêðóæíèöà (ïîä x-îñêàòà). Àíàëîãíî, ãðàôèêîò íà êðóæíèöàòà ìîæå äà ñå ðàç-

ãëåäóâà êàêî óíèjà îä ëåâà è äåñíà ïîëóêðóæíèöà (÷èè ðàâåíêè ñå x =
√
R2 − y2

è x = −
√
R2 − y2, ñîîäâåòíî). Âî êîíêðåòíèîò ñëó÷àj, îáëàñòà D å ïðñòåíîò îã-

ðàíè÷åí ñî äâåòå êðóæíèöè x2 + y2 = 4 è x2 + y2 = 9 (âèäè jà ñëèêàòà 7.2. á)),

îäíîñíî àêî èíòåãðèðà»åòî å ïðâî ïî ïðîìåíëèâàòà y, à ïîòîà ïî x, òîãàø îä

ñêèöàòà D = D1 ∪D2 ∪D3 ∪D4 è çà èíòåãðàëîò èìàìå:∫∫
D

f(x, y) dxdy =

∫ −2

−3
dx

∫ √
9−x2

−
√
9−x2

f(x, y)dy +

∫ 2

−2
dx

∫ √
9−x2

√
4−x2

f(x, y)dy

+

∫ 2

−2
dx

∫ −
√
4−x2

−
√
9−x2

f(x, y)dy +

∫ 3

2
dx

∫ √
9−x2

−
√
9−x2

f(x, y)dy.

â) Ãè áàðàìå ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà äâåòå êðèâè, îäíîñíî:{
y = x2

y = x3
⇐⇒

{
y = x2

x2 = x3
⇐⇒

{
y = x2

0 = x2(x− 1)
,

îä êàäå øòî M1(0, 0) è M2(1, 1). Îáëàñòà íà èíòåãðàöèjà D (äåëîò îãðàíè÷åí ñî

êðèâèòå ñî êîíå÷íà ïëîøòèíà) å ìíîæåñòâîòî òî÷êè ÷èjà ïðâà êîîðäèíàòà çàäî-

âîëóâà 0 ≤ x ≤ 1. Âî îäíîñ íà âòîðàòà, äà çàáåëåæèìå äåêà çà 0 ≤ x ≤ 1, x2 ≥ x3.

Çíà÷è, ïîä ïðåòïîñòàâêà 0 ≤ x ≤ 1, ìîðà x3 ≤ y ≤ x2 (âèäè jà ñëèêàòà 7.2. â)).

Çà èíòåãðàëîò, àêî ïðâî èíòåãðèðàìå ïî ïðîìåíëèâà y à ïîòîà ïî ïðîìåíëèâà x,

äîáèâàìå: ∫∫
D

f(x, y) dxdy =

∫ 1

0
dx

∫ x2

x3
f(x, y)dy.
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Àêî èíòåãðèðàìå ïðâî ïî ïðîìåíëèâàòà x, à ïîòîà ïî ïðîìåíëèâàòà y, òîãàø çà

èíòåãðàëîò ãî äîáèâàìå çàïèñîò:∫∫
D

f(x, y) dxdy =

∫ 1

0
dy

∫ 3
√
y

√
y
f(x, y)dx.

ã) Ïîñòàïêàòà å ñëè÷íà êàêî ïîä â). Òðåáà äà ñå íàjäàò ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà êðè-

âèòå âî çàäà÷àòà.

à) á)

Ñëèêà 7.3: Îáëàñòèòå íà èíòåãðàöèjà âî çàäà÷èòå 190. è 191.

Âî ñëåäíèòå çàäà÷è èçâðøè ñìåíà íà ðåäîñëåäîò íà èíòåãðàöèjà.

Çàäà÷à 190. I =

∫ 1

−1
dx

∫ √
1−x2

0
f(x, y) dy.

Ðåøåíèå. Îä èíòåãðàëîò çà îáëàñò íà èíòåãðàöèjà ãî äîáèâàìå ìíîæåñòâîòî:

D = {(x, y) | − 1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤
√

1− x2},

øòî å ãîðåí (íàä x-îñêà) ïîëóêðóã ñî ðàäèóñ 1. Îâàj çàïèñ íà îáëàñòà ãè ïîäðàç-

áèðà ñèòå öðâåíè îòñå÷êè (âèäè jà ñëèêàòà 7.3.) îä òî÷êè ñî ïðâà êîîðäèíàòà x,

êîãà x ñå ìåíóâà âî èíòåðâàëîò [−1, 1]. Çàäà÷àòà ñå ñîñòîè âî íàî�ãà»å çàïèñ íà D

îä îáëèê:

D = {(x, y) | c ≤ y ≤ d, ψ1(x) ≤ x ≤ ψ2(x)}. (7.1.6)

Îä öðòåæîò å î÷èãëåäíî äåêà çà êîjà áèëî òî÷êà (x, y) îä îáëàñòà D âàæè 0 ≤ y ≤
1. Ôèêñèðàìå y îä ñåãìåíòîò 0 ≤ y ≤ 1 è ãè ðàçãëåäóâàìå òî÷êèòå îä îáëàñòà D ñî
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âòîðà êîîðäèíàòà y. Îä öðòåæîò çàáåëåæóâàìå äåêà òîà å ñèíî îáîåíàòà îòñå÷êà,

îäíîñíî äîáèâàìå äåêà: çà ôèêñåí 0 ≤ y ≤ 1, x-êîîðäèíàòàòà �êå ñå ìåíóâà îä ëå-

âàòà ïîëóêðóæíèöà (ñèíî îáîåíàòà) äî äåñíàòà ïîëóêðóæíèöà (öðâåíî îáîåíàòà)

èëè −
√
1− y2 ≤ x ≤

√
1− y2. Çíà÷è,

D = {(x, y) | 0 ≤ y ≤ 1, −
√
1− y2 ≤ x ≤

√
1− y2}.

Ñëåäñòâåíî, I =

∫ 1

0
dy

∫ √
1−y2

−
√

1−y2
f(x, y) dx.

Çàäà÷à 191. I =

∫ 1

0
dx

∫ x

x2
f(x, y) dy.

Ðåøåíèå. Îáëàñòà íà èíòåãðàöèjà å ìíîæåñòâîòî:

D = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, x2 ≤ y ≤ x}.

Öåëòà å D äà ñå çàïèøå îä îáëèê íà ðàâåíêàòà (7.1.6). Îä ïîçíàòèîò çàïèñ íà D

äîáèâàìå äåêà òîà å äåëîò îä ðàìíèíàòà ñî êîíå÷íà ïëîøòèíà øòî å îãðàíè÷åí

îä êðèâèòå y = x è y = x2 (âèäè jà ñëèêàòà 7.3. á)). Çàáåëåæóâàìå äåêà çà y

êîîðäèíàòàòà íà êîjà áèëî òî÷êà îä îáëàñòà âàæè 0 ≤ y ≤ 1. Ñî äðóãè çáîðîâè,

îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèjà íà îáëàñòà D âðç y-îñêàòà å îòñå÷êàòà 0 ≤ y ≤ 1. Çà

ôèêñåí y òàêîâ øòî y ∈ [0, 1] í�å èíòåðåñèðà öðâåíî îáîåíàòà îòñå÷êà íà öðòåæîò

êîjà èìà åäíà êðàjíà òî÷êà íà ïðàâàòà y = x (ò.å. x = y), à äðóãà íà ïàðàáîëàòà

y = x2 (ò.å. x =
√
y, áèäåj�êè ñåêàêî x > 0). Ñî ìåíóâà»å íà y äîáèâàìå:

D = {(x, y) | 0 ≤ y ≤ 1, y ≤ x ≤ √
y},

è çà èíòåãðàëîò I =

∫ 1

0
dy

∫ √
y

y
f(x, y) dx.

Çàäà÷à 192.

∫ 2

−2
dx

∫ 1√
2

√
4−x2

− 1√
2

√
4−x2

f(x, y) dy.

Ðåøåíèå. Îáëàñòà íà èíòåãðàöèjà å ìíîæåñòâîòî:

D = {(x, y)| x
2

4
+
y2

2
≤ 1}

= {(x, y)| −
√
2 ≤ y ≤

√
2,−2

√
1− y2

2
≤ x ≤ 2

√
1− y2

2
}.

Âèäè jà ñëèêàòà 7.4. à). Äåòàëèòå ãè îñòàâàìå íà ÷èòàòåëîò.
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à) á)

Ñëèêà 7.4: Îáëàñòèòå íà çàäà÷èòå 192. è 193.

Çàäà÷à 193.

∫ 2

0
dx

∫ √
4x

√
2x−x2

f(x, y)dy.

Ðåøåíèå. Îáëàñòà íà èíòåãðàöèjà å ìíîæåñòâîòî:

D = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 2,
√
2x− x2 ≤ y ≤

√
4x}.

Ðàâåíêàòà y =
√
2x− x2 å ðàâåíêà íà ãîðíàòà ïîëîâèíà (íàä x-îñêà) îä êðóæíè-

öàòà (x − 1)2 + y2 = 4, à ðàâåíêàòà y = 2
√
x å ðàâåíêà íà ãîðíàòà ïîëîâèíà îä

ïàðàáîëàòà y2 = 4x. Ïîâòîðíî, öåëòà å äà ñå çàïèøå îáëàñòà D îä îáëèê íà ðà-

âåíêàòà (7.1.6). Çàáåëåæóâàìå äåêà çà ñåêîjà îä òî÷êèòå îä îáëàñòà, 0 ≤ y ≤ 2
√
2.

Çà èçáîð 0 ≤ y′ ≤ 1 (êàêî íà ñëèêàòà 7.4. á)), òî÷êè îä îáëàñòà ñå äâåòå ñèíè îòñå÷-

êè íà öðòåæîò. Åäíàòà îòñå÷êà èìà åäíà êðàjíà òî÷êà íà ïàðàáîëàòà y = 2
√
x (ò.å.

x =
y2

4
), à äðóãà êðàjíà òî÷êà îä ëåâàòà ïîëóêðóæíèöà x = 1−

√
1− y2 (âèîëåòî-

âî îáîåíàòà). Äðóãàòà îòñå÷êà èìà åäíà êðàjíà òî÷êà íà äåñíàòà ïîëóêðóæíèöà

x = 1+
√

1− y2 (çåëåíî îáîåíàòà), à äðóãà êðàjíà òî÷êà íà ïðàâàòà x = 2. Çíà÷è,

ñî ìåíóâà»å íà y äîáèâàìå:

D1 = {(x, y) | 0 ≤ y ≤ 1,
y2

4
≤ x ≤ 1−

√
1− y2}

D2 = {(x, y) | 0 ≤ y ≤ 1, 1 +
√

1− y2 ≤ x ≤ 2}.
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Çà èçáîð 1 ≤ y′′ ≤ 2
√
2 (âèäè jà ñëèêàòà 7.4. á)), òî÷êèòå îä îáëàñòà jà òðàñèðààò

ñèíàòà îòñå÷êà ñî åäíà êðàjíà òî÷êà íà ïàðàáîëàòà x =
y2

4
è äðóãà êðàjíà òî÷êà

íà ïðàâàòà x = 2. Ñëåäñòâåíî

D3 = {(x, y) | 1 ≤ y ≤ 2
√
2,

y2

4
≤ x ≤ 2},

îä êàäå øòî ñî ìåíóâà»å íà y èìàìå:

I =

∫ 1

0
dy

∫ 1−
√

1−y2

y2

4

f(x, y)dx+

∫ 1

0
dy

∫ 2

1+
√

1−y2
f(x, y)dx

+

∫ 2
√
2

1
dy

∫ 2

y2

4

f(x, y)dx.

Çàäà÷à 194. Èçâðøè ñìåíà íà ðåäîñëåäîò íà èíòåãðàöèjà êàj èíòåãðàëèòå îä

çàäà÷àòà 189.

Ðåøåíèå. Çà ÷èòàòåëîò.

Âî ñëåäíèòå çàäà÷è ïðåñìåòàj jà âðåäíîñòà íà èíòåãðàëîò.

Çàäà÷à 195. à)

∫∫
D

xy dxdy; á)

∫∫
D

ex+y dxdy,

êàäå øòî D = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}.

Ðåøåíèå. Îáëàñòà íà èíòåãðàöèjà âî à) è á) å êâàäðàò. Îòòàìó äîáèâàìå:

à) ∫∫
D

xy dxdy =

∫ 1

0
dx

∫ 1

0
xydy =

∫ 1

0
xdx

∫ 1

0
ydy =

∫ 1

0
x
(y2
2

) ∣∣1
0 dx

=
1

2

∫ 1

0
xdx =

1

4
.

á) ∫∫
D

ex+y dxdy =

∫ 1

0
exdx

∫ 1

0
eydy =

∫ 1

0
ex
(
ey
) ∣∣1

0 dx = (e− 1)

∫ 1

0
exdx

= (e− 1)2.

Çàäà÷àòà ìîæå äà ñå ðåøè ñî ñìåíà t = x+ y âî ïðâèîò èíòåãðàë.

Çàäà÷à 196.

∫∫
D

x2

x+ y2
dxdy, êàäå øòî D = {(x, y) | 1 ≤ x ≤ 2, 1 ≤ y ≤ 3}.
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à) á)

Ñëèêà 7.5: Îáëàñòèòå íà èíòåãðàöèjà âî çàäà÷èòå 197. è 198.

Ðåøåíèå. Çà ÷èòàòåëîò.

Çàäà÷à 197.

∫∫
D

dxdy, êàäå øòî D = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ ex}.

Ðåøåíèå.

∫∫
D

dxdy =

∫ 2

0
dx

∫ ex

0
dy =

∫ 2

0
y|ex0 dx =

∫ 2

0
exdx = ex|20 = e2 − 1.

Çàäà÷à 198.

∫∫
D

xy dxdy, êàäå øòî D = {(x, y) |√y ≤ x ≤ 2−√
y, 0 ≤ y ≤ 1}.

Ðåøåíèå. ∫∫
D

xy dxdy =

∫ 1

0
xdx

∫ x2

0
y dy +

∫ 2

1
xdx

∫ (x−2)2

0
y dy

=

∫ 1

0
x
y2

2
|x20 dx+

∫ 2

1
x
y2

2
|(x−2)2

0 dx

=

∫ 1

0
x
x4

2
dx+

∫ 2

1
x
(x− 2)2

2
dx

=
x6

12
|10 +

x4

8
|21 −

2x3

3
|21 +

2x2

2
|21

=
1

12
− 0 + 2− 1

8
− 16

3
+

2

3
+ 4− 1 =

7

24
.
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Âèäè jà ñëèêàòà 7.5. á).

Çàäà÷à 199.

∫∫
D

y

x
dxdy, êàäå øòî D = {(x, y) | 2 ≤ x ≤ 4 , x ≤ y ≤ 2x}.

Ðåøåíèå. Çà ÷èòàòåëîò.

7.2 Ñìåíà íà ïðîìåíëèâè

Ðåøàâà»åòî íà èíòåãðàëîò I =

∫∫
D

f(x, y) dxdy ïîíåêîãàø ñå ïîåäíîñòàâó-

âà ñî ñìåíà íà ïðîìåíëèâèòå, ñëè÷íî êàêî êàj îïðåäåëåíèòå (è íåîïðåäåëåíèòå)

èíòåãðàëè. Îïøòà ñìåíà íà ïðîìåíëèâè. Èíòåãðàëîò I ìîæå äà ñå ïðåñìåòà

ñî ïðåìèí âî äðóã êîîðäèíàòåí ñèñòåì, ðàçëè÷åí îä xy-êîîðäèíàòíèîò ñèñòåì.

Òîà å ÷åñòî íåîïõîäíî çàðàäè ñëîæåíîñòà íà îáëàñòà D èëè íà ïîäèíòåãðàëíàòà

ôóíêöèjà f(x, y). Îïøòàòà ñìåíà x = x(u, v), y = y(u, v) ãî òðàíñôîðìèðà I âî

îáëèêîò:

I =

∫∫
D∗

f(x(u, v), y(u, v))|J(u, v)| dudv, J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂u

∂x

∂v

∂y

∂u

∂y

∂v

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0,

êàäå øòî J å ò.í. Jàêîδèjàí íà òðàíñôîðìàöèjàòà. Âî ïðîäîëæåíèå ñïîìåíóâàìå

äâå êîðèñíè ñìåíè.

Ïîëàðíè êîîðäèíàòè. Çà ïàðîò (ρ, φ) âåëèìå äåêà ñå èîëàðíè êîîðgèíàøè

íà òî÷êà (x, y) àêî:

i) ρ å ðàñòîjàíèåòî îä êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê äî òî÷êàòà (x, y),

ii) φ å àãîëîò êîj îòñå÷êàòà øòî ãî ïîâðçóâà êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê ñî

òî÷êàòà (x, y) ãî çàôà�êà ñî ïîçèòèâíàòà x-ïîëóîñêà.

Îä îâà jàñíî å äåêà ρ ≥ 0. Âîîáè÷àåíî ñå çåìà 0 ≤ φ < 2π, èëè àëòåðíàòèâíî

−π ≤ φ < π. Íàïîìåíóâàìå äåêà ñå èñïîëíåòè ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:

x = ρ cosφ , y = ρ sinφ , x2 + y2 = ρ2 è arctanφ =
y

x
.

Ïðè ïðåìèí âî ïîëàðíè êîîðäèíàòè, çà Jàêîáèjàíîò âàæè: J = ρ.
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Åëèïòè÷íè êîîðäèíàòè. Ïàðîò (ρ, φ) ñå âèêà åëèèøè÷íè êîîðäèíàòè íà

òî÷êàòà (x, y) àêî:

x = aρ cosφ, y = bρ sinφ ,

êàäå øòî ρ, φ ñå äåôèíèðàíè êàêî ïðåòõîäíî. Çà îâàà ñìåíà âàæè: J = abρ.

Âî ñëåäíèòå íåêîëêó çàäà÷è âîâåäè ïîëàðíà ñìåíà íà ïðîìåíëèâè âî èíòåãðàëîò

I =

∫∫
D

f(x, y) dxdy, êàäå øòî îáëàñòà D å çàäàäåíà ñî:

Çàäà÷à 200. D = {(x, y) |x2 + y2 ≤ 1}.

Ðåøåíèå. Îáëàñòà D å ïðèêàæàíà íà ñëèêàòà 7.6. Ñî ñìåíàòà x = ρ cosφ, y =

Ñëèêà 7.6: Îáëàñòà D îä çàäà÷àòà 200. (ëåâî) è ñîîäâåòíàòà îáëàñò D∗ (äåñíî).

ρ sinφ, èìàìå òðàíñôîðìàöèjà (x, y) 7→ (φ, ρ). Èìåíî, êàêî øòî å ïðèêàæàíî íà

ñëèêàòà, ñåêîjà îä ðàçëè÷íèòå êîíöåíòðè÷íè êðóæíèöè (îçíà÷åíà ñî ðàçëè÷íà

áîjà) ñî ïîëàðíàòà ñìåíà ñå ïðåñëèêóâà âî îòñå÷êà ñî ñîîäâåòíà áîjà îä îáëàñòà
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îçíà÷åíà ñî D∗. Çíà÷è, D∗ = {(φ, ρ) | 0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ ρ ≤ 1} è∫∫
D

f(x, y) dxdy =

∫ 2π

0
dφ

∫ 1

0
f(ρ cosφ, ρ sinφ)ρdρ.

Ïîòñåòóâàìå äåêà âî ïîñëåäíèîò èíòåãðàë ñå ïîjàâóâà ρ áèäåj�êè J = ρ.

Çàäà÷à 201. D = {(x, y) | 4 ≤ x2 + y2 ≤ 9}.

Ðåøåíèå. Îáëàñòà íà èíòåãðàöèjà å ïðñòåíîò îä çàäà÷àòà 189., ïðèêàæàí íà ñëè-

êàòà . á). Ñî ñìåíàòà x = ρ cosφ, y = ρ sinφ, îñòâàðóâàìå ïðåìèí (x, y) 7→ (φ, ρ),

ïðè øòî ñëè÷íî êàêî âî çàäà÷àòà 200. çàêëó÷óâàìå äåêà îáëàñòà D∗ å ïðàâîàãîë-

íà. Èìåíî, D∗ = {(φ, ρ) | 0 ≤ φ ≤ 2π, 2 ≤ ρ ≤ 3} (çà ôèêñíî φ òî÷êè îä îáëàñòà ñå

ñèòå òî÷êè îä öðâåíàòà îòñå÷êà íà öðòåæîò îä çàäà÷àòà 200. êîè ñå íà ðàñòîjàíèå

ïîìå�ãó 2 è 3. Çíà÷è,∫∫
D

f(x, y) dxdy =

∫ 2π

0
dφ

∫ 3

2
f(ρ cosφ, ρ sinφ)ρdρ.

Çàäà÷à 202. D = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤
√
1− x2}.

Ðåøåíèå. Êîðèñòè jà ñëèêàòà îä çàäà÷àòà 190.

Çàäà÷à 203. à) D = {(x, y) |x2 + y2 ≤ 2x};

á) D = {(x, y) |x2 + y2 ≤ 2y}.

Ðåøåíèå. à) Ôîðìóëàòà x2+ y2 ≤ 2x jà çàïèøóâàìå âî îáëèê (x− 1)2+ y2 ≤ 1 îä

êàäå øòî äîáèâàìå äåêà îáëàñòà D å êðóãîò ñî öåíòàð âî òî÷êàòà (1, 0) è ðàäèóñ

1. Ôèêñèðàìå φ, òàêà øòî −π/2 ≤ φ ≤ π/2. Í�e èíòåðåñèðààò òî÷êèòå îä îáëàñòà

D òàêâè øòî ëåæàò íà ïðàâà êîjà çàôà�êà àãîë φ ñî ïîçèòèâíàòà x-ïîëóîñêà. Òîà

ñå òî÷êèòå îä öðâåíî îáîåíàòà îòñå÷êà íà öðòåæîò. Ñî A ãî îçíà÷óâàìå êîîðäè-

íàòíèîò ïî÷åòîê, ñî C jà îçíà÷óâàìå òî÷êàòà (ðàçëè÷íà îä A) îä òàà ïðàâà êîjà

ëåæè è íà êðóæíèöàòà, à ñî B jà îçíà÷óâàìå äèjàìåòðàëíî-ñïðîòèâíàòà òî÷êà

íà A (âèäè jà ñëèêàòà 7.7.). Òðèàãîëíèêîò ABC å ïðàâîàãîëåí ñî ïðàâ àãîë âî

òî÷êàòà C áèäåj�êè ∡ACB å ïåðèôåðåí àãîë íàä öåíòðàëåí àãîë îä 1800 (Òàëå-

ñîâà òåîðåìà). Îä ïðàâîàãîëíèîò òðèàãîëíèê äîáèâàìå äåêà cosφ = AC/AB îä

êàäå øòî AC = 2 cosφ. Òî÷êèòå îä öðâåíàòà îòñå÷êà íà ñëèêàòà ñå ñèòå ïàðîâè

(x, y) = (ρ cosφ, ρ sinφ) òàêâè øòî φ å ãîðå èçáðàíîòî è 0 ≤ ρ ≤ AC = 2 cosφ.

Çíà÷è, D∗ = {(φ, ρ) | − π/2 ≤ φ ≤ π/2, 0 ≤ ρ ≤ 2 cosφ}. Ñëåäñòâåíî,∫∫
D

f(x, y) dxdy =

∫ π/2

−π/2
dφ

∫ 2 cosφ

0
f(ρ cosφ, ρ sinφ)ρdρ.
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á) Îáëàñòà D å, âñóøíîñò, x2 + (y − 1)2 ≤ 1. Ïîñòàïêàòà å àíàëîãíà íà à).

Àêî âî çàäà÷èòå 200., 201., 202., 203. îáëàñòèòå íà èíòåãðàöèjà ñå îïðåäåëåíè ñî

åëèïñè, êîíöåíòðè÷íè åëèïñè, åëèïñè øòî ñå äîïèðààò, òîãàø ñå ïîñòàïóâà àíàëîã-

íî. Åäèíñòâåíàòà ðàçëèêà å âî êîðèñòå»åòî íà åëèïòè÷íà ñìåíà íà ïðîìåíëèâè.

Çàäà÷à 204. D å ïðåñåêîò íà êðóãîâèòå: x2 + y2 = 2x è x2 + y2 = 2y.

Ðåøåíèå.

Ñëèêà 7.7: Îáëàñòà D îä çàäà÷àòà 203.

Çàäà÷à 205. D å îáëàñòà îãðàíè÷åíà ñî êðèâèòå: x2+y2 = 2x, x2+y2 = 4x, y = x

è y = 2x.

Ðåøåíèå. Îáëàñòà íà èíòåãðàöèjà å äàäåíà íà ñëèêàòà 7.8. Íåêà φ1 å àãîëîò øòî

ãî çàôà�êà ïðàâàòà y = x (çåëåíî îáîåíèòå) à φ2 å àãîëîò øòî ãî çàôà�êà ïðàâàòà

y = 2x ñî ïîçèòèâíàòà x-ïîëóîñêà. Ôèêñèðàìå φ ò.ø. φ1 ≤ φ ≤ φ2. Êàêî øòî

å ïðèêàæàíî íà ñëèêàòà, í�e èíòåðåñèðààò òî÷êèòå îä îáëàñòà D êîè ëåæàò íà

ïðàâàòà êîjà çàôà�êà àãîë φ ñî ïîçèòèâíàòà x-ïîëóîñêà. Òîj äåë îä ïðàâàòà å öðâå-

íî îáîåíàòà îòñå÷êà. Àíàëîãíî íà çàäà÷àòà 203., ãè ðàçãëåäóâàìå ïðàâîàãîëíèòå

òðèàãîëíèöè OCA è OEC. Îä íèâ äîáèâàìå: OA = 2 cosφ1 è OB = 4 cosφ1. Ñî

ìåíóâà»å íà φ äîëæ ñåãìåíòîò φ1 ≤ φ ≤ φ2 è 2 cosφ ≤ ρ ≤ 4 cosφ ãè äîáèâàìå
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Ñëèêà 7.8: Îáëàñòà D îä çàäà÷àòà 205.

ñèòå òî÷êè îä îáëàñòà, îäíîñíî: D∗ = {(φ, ρ) |φ1 ≤ φ ≤ φ2, 2 cosφ ≤ ρ ≤ 4 cosφ}.
Ïðåîñòàíóâà äà ñå ïðåñìåòààò φ1, φ2. Çíàåìå äåêà φ1 = arctan(1/1) =

π

4
(òî÷êà îä

ïðàâàòà å (1, 1)) è φ2 = arctan(2/1) (òî÷êà îä ïðàâàòà å (1, 2)). Êîíå÷íî,∫∫
D

f(x, y) dxdy =

∫ arctan 2

π/4
dφ

∫ 4 cosφ

2 cosφ
f(ρ cosφ, ρ sinφ)ρdρ.

Äà çàáåëåæèìå äåêà äî èñòèîò ðåçóëòàò ìîæåìå äà äîjäåìå ñî êîðèñòå»å íà ñìå-

íàòà: x− 1 = ρ cosφ, y = ρ sinφ. Òîãàø:∫∫
D

f(x, y) dxdy =

∫ 2π

0
dφ

∫ 1

0
f(1 + ρ cosφ, ρ sinφ)ρdρ.

Çàäà÷à 206. D å ïðåñåêîò íà êðóãîâèòå: x2 + y2 ≤ 2x è x2 + y2 ≤ 2y.

Ðåøåíèå.

Ïðåñåêîò íà ãðàíè÷íèòå êðóæíèöè x2 + y2 = 2x è x2 + y2 = 2y ãî äîáèâàìå

îä: {
x2 + y2 = 2x

x2 + y2 = 2y
⇐⇒

{
x2 + y2 = 2x

x = y
.
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Ñëèêà 7.9: Îáëàñòà D îä çàäà÷àòà 206.

Ïðåñå÷íèòå òî÷êè ñå O(0, 0) è E(1, 1). Îáëàñòà íà èíòåãðàöèjà jà äåëèìå íà äâà

äåëà ñî ïîìîø íà ñèíàòà îòñå÷êà (òîà ñå òî÷êèòå îä îáëàñòà D êîè çàôà�êààò

àãîë π/4 ñî ïîçèòèâíàòà x-ïîëóîñêà). Ñïîðåä òîà ñëèêèòå íà òèå äâå îáëàñòè ïðè

ïðåìèí âî ïîëàðíè êîîðäèíàòè ñå:

D∗
1 = {(φ, ρ) | 0 ≤ φ ≤ π/4, ρ1 ≤ ρ ≤ ρ2}

D∗
2 = {(φ, ρ) |π/4 ≤ φ ≤ π/2, ρ3 ≤ ρ ≤ ρ4}.

Ïðåîñòàíóâà äà ñå ïðåñìåòààò ρ1, ρ2, ρ3 è ρ4. Èçáèðàìå φ ∈ [0, π/4] è ϕ ∈ [π/4, π/2]

è ãè ôèêñèðàìå. Ñî C è A, ñîîäâåòíî, ãè îçíà÷óâàìå ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà ïðà-

âèòå êîè çàôà�êààò àãëè φ è ϕ ñî ïîçèòèâíàòà x-ïîëóîñêà. Òî÷êèòå îä îáëàñòà D

êîè ëåæàò è íà äâåòå ïîâëå÷åíè ïðàâè ñå îòñå÷êèòå îáîåíè öðâåíî. Îä ïðîèçâîë-

íîñòà íà àãëèòå φ, ϕ ñëåäóâà äåêà ñî íèâíî ìåíóâà»å, âî ñîîäâåòíèòå ñåãìåíòè,

ìíîæåñòâîòî òî÷êè îä öðâåíèòå îòñå÷êè jà ïîêðèâààò öåëàòà D.

Òðèàãîëíèöèòå OBA è OCD ñå ïðàâîàãîëíè (Òàëåñîâà òåîðåìà) ñî ïðàâè àãëè

êàj òåìè»àòà C è A, ñîîäâåòíî (âèäè jà ñëèêàòà 7.9.). Ñëåäóâà äåêà OA = 2 cosϕ è

OC = 2 sinφ. Çíà÷è, çà ôèêñíè φ, ϕ îä ñîîäâåòíèòå ñåãìåíòè, âàæè 0 ≤ ρ ≤ 2 sinϕ
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è 0 ≤ ρ ≤ 2 cosφ. Êîíå÷íî,∫∫
D

f(x, y) dxdy =

∫ π/4

0
dφ

∫ 2 sinφ

0
f(ρ cosφ, ρ sinφ)ρdρ

+

∫ π/2

π/4
dφ

∫ 2 cosφ

0
f(ρ cosφ, ρ sinφ)ρdρ.

Âî íàðåäíèòå çàäà÷è ïðåñìåòàj jà âðåäíîñòà íà äâîjíèòå èíòåãðàëè.

Çàäà÷à 207. I =

∫ 1

−1

∫ √
1−x2

0

√
1− x2 − y2 dxdy. (Ñïîðåäè ñî çàäà÷àòà 218.)

Ðåøåíèå. Îáëàñòà íà èíòåãðàöèjà D jà ñî÷èíóâààò ñèòå òî÷êè (x, y), òàêâè øòî

−1 ≤ x ≤ 1 è 0 ≤ y ≤
√
1− x2. Çíà÷è, D å ïîëóêðóãîò íàä x-ïîëóîñêàòà (âèäè ãè

çàäà÷èòå 200 è 202). Îä âðñêàòà çà ïîëàðíà ñìåíà x2+y2 = ρ2, çà z =
√

1− x2 − y2

äîáèâàìå: ∫∫
D

√
1− x2 − y2 dxdy =

∫ π

0
dφ

∫ 1

0
ρ
√
1− ρ2dρ

[
t = 1− ρ2

dt = −2ρdρ

]
= −1

2

∫ π

0
dφ

∫ 0

1

√
tdt = −1

2
φ
∣∣∣π
0

t3/2

3/2

∣∣∣0
1

= −1

3
(π − 0)(0− 1) =

π

3
.

Çàäà÷à 208. I =

∫∫
D

√
4− x2 − y2 dxdy, êàäå øòî D å êðóãîò x2 + y2 ≤ 4.

Ðåøåíèå. Âîâåäè ïîëàðíà ñìåíà.

Çàäà÷à 209. I =

∫ 1

0

∫ √
1−x2

0
ln (1 + x2 + y2) dxdy.

Ðåøåíèå. Îáëàñòà íà èíòåãðàöèjà D å êðóã ñî ðàäèóñ 1 êîj ñå íà�ãà âî ïðâèîò

êâàäðàíò. (Âèäè jà ñëèêàòà íà çàäà÷àòà 200.) Êîðèñòèìå äåêà x2 + y2 = ρ2 è çà

ôóíêöèjàòà f(x, y) = ln(1 + x2 + y2) îä èñòàòà çàäà÷à äîáèâàìå:∫∫
D

ln(1 + x2 + y2) dxdy =

∫ π/2

0
dφ

∫ 1

0
ρ ln(1 + ρ2)dρ

[
t = 1 + ρ2

dt = 2ρdρ

]
=

1

2

∫ π/2

0
dφ

∫ 2

1
ln t dt =

1

2
φ
∣∣∣π/2
0

(t ln t− t)
∣∣∣2
1

=
π

4
(2 ln 2− 1).
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Çàäà÷à 210. I =

∫∫
D

√
9− x2 − y2 dxdy, êàäå øòî D å ïðñòåíîò 4 ≤ x2 + y2 ≤ 9.

(Âèäè jà çàäà÷àòà 220.)

Ðåøåíèå. Îáëàñòà íà èíòåãðàöèjà å äàäåíà âî çàäà÷àòà 189. ïîä á). Êîðèñòåj�êè

jà çàäà÷àòà 201., çà ôóíêöèjàòà z =
√

9− x2 − y2 äîáèâàìå:∫∫
D

√
9− x2 − y2 dxdy =

∫ 2π

0
dφ

∫ 3

2
ρ
√
9− ρ2dρ

[
t = 9− ρ2

dt = −2ρdρ

]
= −1

2

∫ 2π

0
dφ

∫ 0

5

√
tdρ = −1

2
φ
∣∣∣2π
0

t3/2

3/2

∣∣∣0
5

=
2π

√
53

3
.

Çàäà÷à 211. I =

∫ 2

−2

∫ 1√
2

√
4−x2

0

√
1− x2

4
− y2

2
dxdy. (Âèäè jà çàäà÷àòà 217.)

Ðåøåíèå. Îáëàñòà íà èíòåãðàöèjà å äàäåíà âî çàäà÷àòa 192. Âîâåäóâàìå åëèïòè-

÷íè êîîðäèíàòè x = 2ρ cosφ y =
√
2ρ sinφ. Òàêà,∫ π

0
dφ

∫ 1

0
2
√
2ρ
√

1− ρ2dρ = 2
√
2I∗ =

2
√
2π

3
,

êàäå øòî I∗ å âðåäíîñòà íà èíòåãðàëîò îä çàäà÷àòà 207.

Çàäà÷à 212. I =

∫∫
D

√
4− x2 − y2 dxdy, êàäå øòî D å êðóãîò x2+y2 ≤ 2x. (Âèäè

jà çàäà÷àòà 203.)

Ðåøåíèå. Ñïîðåä çàäà÷àòà 203. èìàìå:∫∫
D

√
4− x2 − y2 dxdy =

∫ π/2

−π/2
dφ

∫ 2 cosφ

0
ρ
√

4− ρ2dρ

[
t = 4− ρ2

dt = −2ρdρ

]
= −1

2

∫ π/2

−π/2
dφ

∫ 4−4 cos2 φ

4

√
tdt

= −1

3

∫ π/2

−π/2
t3/2
∣∣∣4 sin2 φ
4

dφ

= −1

3

∫ π/2

−π/2

((√
4 sin2 φ

)3 − 23
)
dφ

= −8

3

∫ π/2

−π/2
(| sinφ|3 − 1)dφ
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= −8

3

∫ π/2

−π/2
| sinφ|3dφ+

8

3
π.

Áèäåj�êè ôóíêöèjàòà | sinφ| å ïàðíà,∫ π/2

−π/2
| sinφ|3dφ = 2

∫ π/2

0
| sinφ|3dφ = 2

∫ π/2

0
sin3 φdφ.

Îñòàòîêîò îä ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà å îñòàâåí çà ñàìîñòîjíà ðàáîòà.

Çàäà÷à 213. I =

∫∫
D

arctan
y

x
dxdy, êàäå øòî D å îáëàñòà îãðàíè÷åíà ñî êðóæ-

íèöèòå x2 + y2 = 4, x2 + y2 = 9 è ïðàâèòå y =
√
3x è y =

√
3
3 x.

Ðåøåíèå. Çà ÷èòàòåëîò.

Çàäà÷à 214. I =

∫∫
D

arctan
y

x
dxdy, êàäå øòî D å îáëàñòà îãðàíè÷åíà ñî êðóæ-

íèöèòå x2 + y2 = 2x, x2 + y2 = 4x è ïðàâèòå y =
√
3x è y =

√
3
3 x.

Ðåøåíèå. Çà ÷èòàòåëîò.

Çàäà÷à 215. I =

∫∫
D

√
1− x2 − y2

1 + x2 + y2
dxdy, êàäå øòî D å äåëîò îä åäèíå÷íèîò êðóã

øòî ñå íàî�ãà âî ïðâèîò êâàäðàíò.

Ðåøåíèå. Îáëàñòà íà èíòåãðàöèjà D å èñòàòà êàêî âî çàäà÷àòà 209. è íà ñîñåìà

èñò íà÷èí äîáèâàìå:

∫∫
D

√
1− x2 − y2

1 + x2 + y2
dxdy =

∫ π/2

0
dφ

∫ 1

0
ρ

√
1− ρ2

1 + ρ2
dρ = φ

∣∣∣π/2
0

∫ 1

0
ρ

√
1− ρ2

1 + ρ2
dρ

=
π

2

∫ 1

0
ρ

√
1− ρ2

1 + ρ2
dρ[

t = ρ2

dt = 2ρdρ

]
=
π

4

∫ 1

0

√
1− t

1 + t
dt. (7.2.1)

Âî ïîñëåäíèîò èíòåãðàë âîâåäóâàìå ñìåíà:

u =

√
1− t

1 + t
(7.2.2)
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îä êàäå øòî du =
1

2

√
1 + t

1− t

(−2)

(1 + t)2
dt. Îä ñìåíàòà (7.2.2) èìàìå u2 =

1− t

1 + t
=

−1− t

1 + t
+

2

1 + t
. Çàìåíóâàìå âî èçðàçîò çà du è äîáèâàìå:

du =
−1

u
(u2 + 1)2dt, dt =

−u
(u2 + 1)2

du. (7.2.3)

Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ãî çàìåíóâàìå âî (7.2.1) è çàêëó÷óâàìå äåêà:

I = −π
4

∫ 0

1

u2

(u2 + 1)2
du =

π

4

∫ 1

0

u2

(u2 + 1)2
du.

Äîáèåíèîò èíòåãðàë ñå ðåøàâà ñî ïàðöèjàëíà èíòåãðàöèjà (ñìåíà u1 = u è dv1 =
udu

(u2 + 1)2
). Îñòàòîêîò îä ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà å îñòàâåí çà ñàìîñòîjíà ðàáîòà.

7.3 Ïðèìåíà íà äâîjíè èíòåãðàëè

Íåêà z = f(x, y) è z = g(x, y) ñå äâå ïîâðøèíè âî ïðîñòîðîò R3 (âèäè jà

ñëèêàòà 7.10.). Ñî ïîìîø íà äâîjíè èíòåãðàëè ñå ïðåñìåòóâààò íåêîè âîëóìåíè è

ïëîøòèíè íà ôîðìè îãðàíè÷åíè ñî îâèå äâå ïîâðøèíè.

1) Ïðåñìåòóâà»å âîëóìåí íà öèëèíäðè÷íî òåëî. Âîëóìåíîò íà

öèëèíäðè÷íîòî òåëî íà ñëèêàòà 7.11., êîå îä ãîðå å îãðàíè÷åíî ñî

z = f(x, y), îä äîëó ñî z = g(x, y), a ñòðàíè÷íî ñî öèëèíäàð ÷èjà îðòî-

ãîíàëíà ïðîåêöèjà å ðàáîò íà îáëàñòà D, ñå ïðåñìåòóâà ñî ôîðìóëàòà:

V =

∫∫
D

(f(x, y)− g(x, y)) dxdy. (7.3.1)

Ïðèòîà, D å îáëàñòà øòî ñå äîáèâà êàêî ïðîåêöèjà íà òåëîòî äàäåíî

íà ñëèêàòà 7.11. âðç xoy-ðàìíèíàòà.

• Çà èçáîð íà g(x, y) = 0 ñî ôîðìóëàòà (7.3.1) ñå ïðåñìåòóâà âîëó-

ìåíîò íà òåëîòî äàäåíî íà ñëèêàòà 7.12.
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2) Ïðåñìåòóâà»å íà ïëîøòèíà íà ðàìíèíñêè ëèê. Çà èçáîð

g(x, y) = 0 è f(x, y) = 1 ñî ôîðìóëàòà (7.3.1) ñå ïðåñìåòóâà âîëóìåíîò

íà öèëèíäðè÷íî òåëî êîå èìà âèñèíà 1 îä êàäå øòî ñå äîáèâà äåêà

áðîjíàòà âðåäíîñò íà âîëóìåíîò íà öèëèíäàðîò å åäíàêîâ íà áðîjíàòà

âðåäíîñò íà ïëîøòèíàòà íà îñíîâàòà íà öèëèíäàðîò. Ñëåäñòâåíî,

P (D) =

∫∫
D

dxdy. (7.3.2)

3) Ïðåñìåòóâà»å íà ïëîøòèíà íà ïîâðøèía. Ïëîøòèíàòà íà ïî-

âðøèíàòà z = f(x, y) äàäåíà íà ñëèêàòà 7.12. ñå ïðåñìåòóâà ñî ôîðìó-

ëàòà:

P =

∫∫
D

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy. (7.3.3)

Âî ïðåñìåòêèòå íà âîëóìåí è ïëîøòèíà êàêî îáëàñò íà èíòåãðàöèjà ñå jàâó-

âà ïðîåêöèjàòà íà ïîâðøèíàòà z = f(x, y) âðç xoy-ðàìíèíàòà. Ïðîåêöèjàòà ìîæå

äà ñå èçâåäå ïî êîjà áèëî êîîðäèíàòíà ðàìíèíà ïðè øòî ïîâðøèíàòà ìîðà äà

ñå àäàïòèðà êàêî ôóíêöèjà ïî ïðîìåíëèâèòå ñîîäâåòíè íà ðàìíèíàòà âðç êîjà ñå

ïðîåêòèðà. Ôîðìóëàòà, èñòî òàêà, ìîðà äà ñå àäàïòèðà, èìåíî îáëàñòà íà èíòåã-

ðàöèjà òðåáà äà áèäå Dxoy èëè Dyoz è èíòåãðèðà»åòî äà áèäå ïî ïðîìåíëèâèòå

x, z, îäíîñíî ïî y, z, ñîîäâåòíî. Ðåçóëòàòîò å èäåíòè÷åí.

Çàäà÷à 216. Äàäåí å åëèïñîèäîò
x2

4
+
y2

2
+ z2 = 1. Ïðåñìåòàj ãè ïëîøòèíèòå íà

åëèïñèòå øòî ñå äîáèâàò âî ïðåñåê ñî êîîðäèíàòíèòå ðàìíèíè.

Ðåøåíèå. Êîîðäèíàòíèòå ðàìíèíè èìààò ðàâåíêè z = 0, y = 0 è x = 0, ñîîäâåòíî.

Êîãà z = 0 (xoy-ðàìíèíàòà), îáëàñòà íà èíòåãðàöèjà å äàäåíà âî çàäà÷àòà 192.

P (Dxoy) =

∫∫
Dxoy

dxdy, P (Dxoz) =

∫∫
Dxoz

dxdz, P (Dyoz) =

∫∫
Dyoz

dydz,

êàäå øòî Dxoy, Dxoz è Dyoz ñå ïðîåêöèèòå íà åëèïñîèäîò âðç ðàìíèíèòå z = 0,

y = 0 è x = 0. Êîíêðåòíî, Dxoy å îáëàñòà
x2

4
+
y2

2
≤ 1 (z = 0 âî ðàâåíêàòà íà

åëèïñîèäîò),Dxoz å îáëàñòà
x2

4
+z2 ≤ 1 (y = 0 âî ðàâåíêàòà íà åëèïñîèäîò) èDyoz å

îáëàñòà
y2

2
+z2 ≤ 1 (x = 0 âî ðàâåíêàòà íà åëèïñîèäîò). Äà jà ïðåñìåòàìå P (Dyoz),
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Ñëèêà 7.10: z = f(x, y), z = g(x, y).
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Ñëèêà 7.11: Öèëèíäðè÷íî òåëî îïðåäåëåíî ñî z = f(x, y), z = g(x, y).

ñî íàïîìåíà äåêà îñòàíàòèòå ïëîøòèíè ñå ïðåñìåòóâààò àíàëîãíî. Âîâåäóâàìå

åëèïòè÷íè êîîðäèíàòè y =
√
2ρ cosφ è z = ρ sinφ. Äîáèâàìå:

P (Dyoz) =

∫∫
Dyoz

dydz =

∫ 2π

0
dφ

∫ 1

0

√
2ρdρ =

√
2π.

.

Çàäà÷à 217. Ïðåñìåòàj ãî âîëóìåíîò íà åëèïñîèäîò:
x2

4
+
y2

2
+ z2 = 1.

Ðåøåíèå. Ðàâåíêàòà íà åëèïñîèäîò jà çàïèøóâàìå âî åêâèâàëåíòåí îáëèê:

z = ±
√

1− x2

4
− y2

2
. Ïîâðøèíàòà z =

√
1− x2

4
− y2

2
å äåëîò îä åëèïñîèäîò êîjøòî
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Ñëèêà 7.12: Öèëèíäðè÷íî òåëî îïðåäåëåíî ñî: z = f(x, y) è z = 0.

ñå íàî�ãà íàä xoy-ðàìíèíàòà, äîäåêà z = −
√
1− x2

4
− y2

2
å äåëîò îä åëèïñîèäîò

êîjøòî ñå íàî�ãà ïîä xoy-ðàìíèíàòà. Äîáèâàìå äåêà V = 2I, êàäå øòî I å âðåäíîñòà

íà èíòåãðàëîò îä çàäà÷àòà 211.

Çàäà÷à 218. à) Ïðåñìåòàj ãî âîëóìåíîò íà òîïêàòà:

(x− 1)2 + (y − 2)2 + (z − 3)2 ≤ 4.

á) Ïðåñìåòàj jà ïëîøòèíàòà íà êðóãîò: (x− 1)2 + (y − 2)2 ≤ 4.



138 ÃËÀÂÀ 7. ÄÂÎJÍÈ ÈÍÒÅÃÐÀËÈ

Ðåøåíèå. Çàáåëåæóâàìå äåêà òîïêàòà èìà öåíòàð âî òî÷êà (1, 2, 3) è ðàäèóñ 2.

Âîëóìåíîò øòî ãî èìà ïîìåñòåíà òîïêà (êîjà áèëî) ñî åäíàêîâ ðàäèóñ å åäíàêîâ íà

öåíòðàëíàòà òîïêà ñî ðàäèóñ 2. Çíà÷è, çàðàäè åäíîñòàâíîñò, ãî áàðàìå âîëóìåíîò

íà òîïêàòà x2+ y2+ z2 = 4 ïðåêó âîëóìåíîò øòî ïîâðøèíàòà z =
√

4− x2 − y2 ãî

çàôà�êà ñî xoy-ðàìíèíàòà (âîëóìåíîò ïîëóòîïêàòà øòî ëåæè íàä xoy-ðàìíèíàòà).

Çíà÷è, àêî V å âîëóìåíîò øòî ñå áàðà, òîãàø:

V

2
=

∫ 2

−2
dx

∫ √
4−x2

−
√
4−x2

√
4− x2 − y2dy

= 2

∫ 2

−2
dx

∫ √
4−x2

0

√
4− x2 − y2dy. (7.3.4)

Âî ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî å èñêîðèñòåíî äåêà ôóíêöèjàòà z =
√
4− x2 − y2 å ïàðíà

ôóíêöèjà ïî ïðîìåíëèâàòà y îä êàäå øòî:∫ √
4−x2

−
√
4−x2

√
4− x2 − y2dy = 2

∫ √
4−x2

0

√
4− x2 − y2dy

(ñôåðàòà å ñèìåòðè÷íà âî îäíîñ íà xoz-ðàìíèíàòà). Àíàëîãíî íà çàäà÷àòà 207.

äîáèâàìå äåêà èíòåãðàëîò âî ðàâåíêà (7.3.4) èçíåñóâà 8π/3, îä êàäå øòî V =

32π/3.

Àëòåðíàòèâíî ðåøåíèå. Âîâåäóâàìå ïîëàðíà ñìåíà x = 1 + ρ cosφ è y = 2 +

ρ sinφ çà ôóíêöèjàòà z = 3 +
√

4− (x− 1)2 − (y − 2)2, J = ρ.

Çàäà÷à 219. à) Ïðåñìåòàj ãî âîëóìåíîò íà òåòðàåäàðîò øòî ãî çàãðàäóâà

ðàìíèíèíàòà 2x+ 3y + 4z − 12 = 0 ñî êîîðäèíàòíèòå ðàìíèíè.

á) Äåëîò îä ðàìíèíàòà âî ïðâèîò îêòàíò ãî ïðîåêòèðàìå âðç ñåêîjà îä êîîðäè-

íàòíèòå ðàìíèíè. Ïðåñìåòàj jà ïëîøòèíàòà íà ñåêîjà îä ïðîåêöèèòå.

Ðåøåíèå. Ðàâåíêàòà íà ðàìíèíàòà ñå çàïèøóâà âî ñåãìåíòåí âèä, îä êàäå øòî ñå

äîáèâààò äîëæèíèòå íà îòñå÷êèòå êîè ðàìíèíàòà ãè îòñåêóâà äîëæ êîîðäèíàòíèòå

îñêè. Îñòàòîêîò îä çàäà÷àòà å òðèâèjàëåí. Çàäà÷àòà ïîä à) ìîæå äà ñå ðåøè è ñî

äâîåí èíòåãðàë îä z = 3 − x/6 − y/4 íà îáëàñò D : x = 0, y = 0, 2x + 3y = 12. Çà

á) èçáèðàìå z = 1 è íåêà îáëàñòà D å ïðîåêöèjàòà âðç ñîîäâåòíàòà êîîðäèíàòíà

ðàìíèíà.

Âî ñëåäíèòå çàäà÷è ïðåñìåòàj ãî âîëóìåíîò íà äàäåíîòî òåëî.

Çàäà÷à 220. x2 + y2 + z2 ≤ 9 è x2 + y2 ≤ 4.
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Ðåøåíèå. Ñôåðàòà è öèëèíäàðîò îòñåêóâààò äâå òåëà ñî êîíå÷åí âîëóìåí. Åäíîòî

òåëî å äàäåíî íà ñëèêàòà 7.13., à äðóãîòî òåëî å äåëîò îä òîïêàòà øòî îñòàíóâà

îòêàêî �êå ñå îäçåìå ïðâîòî òåëî. Íåêà z =
√
9− x2 − y2 è êîðèñòèìå îçíàêè V1 è

V2 çà âîëóìåíèòå íà ïðâîòî è âòîðîòî òåëî. Òîãàø V1 = 2I, êàäå øòî I å âðåäíîñòà

íà èíòåãðàëîò îä çàäà÷àòà 210. (ìíîæå»åòî ñî 2 å çàðàäè ñèìåòðè÷íîñòà íà òåëîòî

âî îäíîñ íà xoy-ðàìíèíàòà); V2 ñå äîáèâà àíàëîãíî. Èìåíî,

V2 = 2

∫∫
D

√
9− x2 − y2dxdy = 2

∫ 2π

0
dφ

∫ 2

0

√
9− ρ2ρdρ.

Äðóãà îïöèjà å äà ñå êîðèñòè äåêà V1+V2 =
4 · 33π

3
, îäíîñíî V1 = 36π−V2. Çíà÷è,

V2 =
4π

√
53

3
è V1 = 36π − 4π

√
53

3
.

Ñëèêà 7.13: x2 + y2 + z2 ≤ 9, x2 + y2 ≤ 4
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Ñëèêà 7.14: x2 + y2 + z2 ≤ 4, z ≥
√
x2 + y2

Çàäà÷à 221. z ≥
√
x2 + y2 è x2 + y2 + z2 ≤ 4.

Ðåøåíèå. Áàðàìå ïðåñåê íà ïîâðøèíèòå êîè ãî äåôèíèðààò òåëîòî, îäíîñíî:{
z =

√
x2 + y2

4 = x2 + y2 + z2
⇐⇒

{
z =

√
x2 + y2

2 = z2
,

îä êàäå øòî äîáèâàìå äåêà ïîâðøèíèòå ñå ñå÷àò âî êðóæíèöà x2 + y2 = 2 çà

z =
√
2. Òîà òåëî å ïðèêàæàíî íà ñëèêàòà 7.14. Íåãîâèîò âîëóìåí èçíåñóâà:

V1 =

∫∫
D

(√
4− x2 − y2 −

√
x2 + y2

)
dxdy = 2

∫ 2π

0
dφ

∫ √
2

0
(
√
4− ρ2 − ρ)ρdρ.

Êîíå÷íî, V1 =
8π

3
(2−

√
2).

Çàäà÷à 222. z ≤
√
x2 + y2 è x2 + y2 + z2 ≤ 4.
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Ðåøåíèå. Ðàçëèêàòà ïîìå�ãó îâàà çàäà÷à è ïðåòõîäíàòà å âî òîà øòî îâäå òåëîòî

å äåôèíèðàíî ñî íàäâîðåøíîñòà íà êîíóñ è âíàòðåøíîñòà íà ñôåðà. Çà äà ñå

ïðåñìåòà íåãîâèîò âîëóìåí, íàjåäíîñòàâíî å îä âîëóìåíîò íà òîïêàòà äà ñå îäçåìå

âîëóìåíîò íà òåëîòî îä ïðåòõîäíàòà çàäà÷à, ò.å.

V =
4

3
23π − 8π

3
(2−

√
2).

Çàäà÷à 223. x2 + y2 + z2 ≤ 4 è (x− 1)2 + y2 ≤ 1.

Ðåøåíèå. Èçáèðàìå f(x, y) =
√
4− x2 − y2 (âèäè jà ñëèêàòà 7.15.). Ðåøåíèåòî ñå

ñâåäóâà íà çàäà÷àòà 212.

Çàäà÷à 224. x2 + y2 ≤ 4 è x2 + z2 ≤ 4.

Ðåøåíèå. Îä ñëèêàòà 7.16. î÷èãëåäíî å äåêà òåëîòî èìà ðàçëè÷íè ïðîåêöèè âðç

ðàìíèíèòå xoy, xoz (êðóãîâè) è yoz (êâàäðàò). Ïðîåêòèðàìå âðç xoy-ðàìíèíàòà.

Òîãàø,

V =

∫∫
D

(√
4− x2 +

√
4− x2

)
dxdy = 2

∫∫
D

√
4− x2dxdy

= 2

∫ 2

−2

∫ √
4−x2

−
√
4−x2

√
4− x2dxdy = 2

∫ 2

−2

(√
4− x2

∫ √
4−x2

−
√
4−x2

dy

)
dx

= 4

∫ 2

−2

(
4− x2

)
dx =

128

3
.

Âî ñëåäíèòå çàäà÷è ïðåñìåòóâàìå ïëîøòèíè.

Çàäà÷à 225. Ïðåñìåòàj jà ïëîøòèíàòà íà äåëîò îä ðàìíèíàòà 2x+3y+4z−12 = 0

êîj ñå íàî�ãà âî ïðâèîò îêòàíò.

Ðåøåíèå. Âî çàäà÷àòà ñå áàðà ïëîøòèíàòà íà òðèàãîëíèêîò êîj å îòñå÷åí îä

ðàìíèíàòà ñî êîîðäèíàòíèòå ðàìíèíè. Çíà÷è, ïðîåêöèjàòà âðç xoy-ðàìíèíàòà å

òðèàãîëíèêîò îãðàíè÷åí ñî ïðàâèòå x = 0, y = 0 è y = −2

3
x + 12 (z = 0 âî

ðàâåíêàòà íà ðàìíèíàòà). Îä z = 3− 2

12
x− 3

12
y äîáèâàìå:

∂z

∂x
= −1

6
è
∂z

∂y
= −1

4
.

Çíà÷è,

P =

∫ 6

0

∫ − 2
3
x+12

0

√
1− 1

36
− 1

16
dxdy =

131

12

∫ 6

0

∫ − 2
3
x+12

0
dxdy

=
131

12

∫ 6

0
(−2

3
x+ 12)dx = 655.
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Ñëèêà 7.15: x2 + y2 + z2 = 4, (x− 1)2 + y2 = 1

Çàäà÷à 226. Ïðåñìåòàj jà ïëîøòèíàòà íà äåëîò îä ðàìíèíàòà 2x+3y+4z−12 = 0

êîj ñå íàî�ãà âî öèëèíäàðîò x2 + y2 = 1.



7.3. ÏÐÈÌÅÍÀ ÍÀ ÄÂÎJÍÈ ÈÍÒÅÃÐÀËÈ 143

Ñëèêà 7.16: x2 + y2 ≤ 4, x2 + z2 ≤ 4.

Ðåøåíèå. Îáëàñòà íà èíòåãðàöèjà å öåíòðàëåí åäèíå÷åí êðóã. Oä z = 3− 1

2
x− 3

4
y,

ïà ñî ñìåíà âî ïîëàðíè êîîðäèíàòè:
∂z

∂x
= −1

2
,
∂z

∂y
= −3

4
.

P =

∫ 2π

0

∫ 1

0
ρ

√
1 +

1

4
+

9

16
dφdρ =

√
29

4
π.

Çàäà÷à 227. Ïðåñìåòàj jà ïëîøòèíàòà íà äåëîò îä ñôåðàòà x2 + y2 + z2 = 9 êîj

ñå íàî�ãà âî öèëèíäàðîò x2 + y2 = 4.

Ðåøåíèå. Ñå áàðà ïëîøòèíàòà íà ñèíî îáîåíàòà ïîâðøèíà îä ñëèêàòà 7.13. Ïî-

ñòîjàò äâà äåëà îä ñôåðàòà ïðåñå÷åíè ñî öèëèíäàðîò: åäåí çà z > 0 è äðóã çà

z < 0. Çàðàäè ïîñòîå÷êàòà ñèìåòðèjà âàæè P = 2P1, êàäå øòî P1 å ïëîøòèíàòà

íà ïîâðøèíàòà êîjà ñå äîáèâà çà z > 0. Òîãàø, z =
√
9− x2 − y2 è

∂z

∂x
=

−x√
9− x2 − y2

,
∂z

∂y
=

−y√
9− x2 − y2

.
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Çà ïëîøòèíàòà èìàìå:

P =

∫∫
D

√
1 +

x2

9− x2 − y2
+

y2

9− x2 − y2
dxdy = 3

∫∫
D

√
1

9− x2 − y2
dxdy,

êàäå øòî D : x2 + y2 ≤ 4. Ïî ñìåíàòà âî ïîëàðíè êîîðäèíàòè ñå äîáèâà: P =

6π(3−
√
5).

Çàäà÷à 228. Ïðåñìåòàj jà ïëîøòèíàòà íà äåëîò îä ñôåðàòà x2 + y2 + z2 = 4 êîj

ñå íàî�ãà âî öèëèíäàðîò x2 + y2 = 2x.

Ðåøåíèå. Îâàà çàäà÷à å çà ñàìîñòîjíà ðàáîòà. Ðåçóëòàòîò å: P = 16(
π

2
− 1).

Çàäà÷à 229. Íåêà x2 + y2 = 4 è x2 + z2 = 4. Ïðåñìåòàj jà ïëîøòèíàòà íà äåëîò

îä ïðâèîò öèëèíäàð øòî ñå íàî�ãà âî âòîðèîò öèëèíäàð, è îáðàòíî, ïëîøòèíàòà

íà äåëîò îä âòîðèîò öèëèíäàð øòî ñå íàî�ãà âî ïðâèîò öèëèíäàð.

Ðåøåíèå. Ïëîøòèíàòà íà äåëîò îä ïðâèîò öèëèíäàð âî âíàòðåøíîñòà íà âòî-

ðèîò å åäíàêâà ñî ïëîøòèíàòà íà äåëîò îä âòîðèîò öèëèíäàð øòî ñå íàî�ãà âî

âíàòðåøíîñòà íà ïðâèîò. Çíà÷è, ïëîøòèíèòå íà âèîëåòîâî îáîåíèîò äåë è çåëåíî

îáîåíèîò äåë îä òåëîòî ñå åäíàêâè (âèäè jà ñëèêàòà 7.16). �Êå jà ïðåñìåòàìå ïëîø-

òèíàòà íà âèîëåòîâèîò äåë. Ïîâòîðíî, çàðàäè ñèìåòðè÷íîñòà íà ñôåðàòà âî îäíîñ

íà xoy-ðàìíèíàòà, èìàìå çà z =
√
4− x2,

∂z

∂x
=

−x√
4− x2

è
∂z

∂y
= 0. Òîãàø,

P = 2

∫∫
D

√
1 +

x2

4− x2
dxdy = 2

∫∫
D

√
1

4− x2
dxdy,

êàäå øòî D : x2 + y2 ≤ 4 Ïî ñìåíàòà âî ïîëàðíè êîîðäèíàòè äîáèâàìå: P = 32.

7.4 Äîïîëíèòåëíè çàäà÷è

Çàäà÷à 230. Äà ñå îïðåäåëàò ãðàíèöèòå íà èíòåãðàöèjà íà èíòåãðàëîò:∫∫
D

f(x, y)dx dy,

êàäå øòî D e òðèàãîëíèê îãðàíè÷åí ñî ïðàâèòå y = 2x, y = −x+ 4 è y = x+ 1.

Çàäà÷à 231. Äàäåí å äâîjíèîò èíòåãðàë:∫ 2

−2
dx

∫ √
9−x2

√
1+x2

f(x, y)dy.
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Ñêèöèðàj jà îáëàñòà íà èíòåãðàöèjà è èçâðøè ïðîìåíà íà ðåäîñëåäîò íà èíòåãðà-

öèjà.

Çàäà÷à 232. Äàäåí å äâîjíèîò èíòåãðàë:∫ √
5

1
dx

∫ √
x2−1

0
f(x, y)dy +

∫ 3

√
5
dx

∫ √
9−x2

0
f(x, y)dy.

Ñêèöèðàj jà îáëàñòà íà èíòåãðàöèjà, èçâðøè ïðîìåíà íà ðåäîñëåäîò íà èíòåãðà-

öèjà è âîâåäè ïîëàðíà ñìåíà.

Çàäà÷à 233. Äà ñå ïðåñìåòà ñëåäíèîò äâîåí èíòåãðàë:

à)

max{a,b}∫
a

dx

b∫
min{a,b}

dy

x+ y
, a > 0, b > 0;

á)

∫∫
D

(x + y) dx dy, êàäå øòî îáëàñòà D å òðèàãîëíèêîò OAB ñî òåìè»à âî

òî÷êèòå O(0, 0), A(1, 2) è B(2, 3);

â)

∫∫
D

xy dx dy, êàäå øòî D : x2 + y2 ≤ R2, xy > 0.

Çàäà÷à 234. Ñêèöèðàj jà îáëàñòà íà èíòåãðàöèjà íà èíòåãðàëîò:∫ 0

−6
dx

∫ √
36−x2

√
−x2−6x

xydy.

Èçâðøè ïðîìåíà íà ðåäîñëåäîò íà èíòåãðàöèjà, à ïîòîà âîâåäè ïîëàðíà ñìåíà.

Çàäà÷à 235. Èçâðøè ïðîìåíà íà ðåäîñëåäîò íà èíòåãðàöèjà êàj èíòåãðàëîò:∫ π/4

0
dy

∫ 2
π

√
π−y

tan y

4

1 + x2
dx,

à ïîòîà ïðåñìåòàj jà íåãîâàòà âðåäíîñò.

Çàäà÷à 236. Äà ñå ïðåñìåòà

∫∫
D

(x+ y) dx dy, êàäå øòî D å îáëàñòà:

à) x2 + y2 ≤ 4;

á) x2 + y2 ≤ 4y;

â) x2 + y2 ≤ 4, y ≥ x è y < 2x.

Çàäà÷à 237. Ïðåñìåòàj jà ïëîøòèíàòà íà ðàìíèíñêèîò ëèê îïðåäåëåí ñî íåðà-

âåíñòâàòà: x2 + y2 − 8y ≤ 0 è x2 + y2 ≤ 48.
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Çàäà÷à 238. Ïðåñìåòàj jà ïëîøòèíàòà íà ðàìíèíñêèîò ëèê îïðåäåëåí ñî íåðà-

âåíñòâàòà: (x−
√
3

3
)2 + y2 ≤ 1

3
è x2 + y2 ≤ 1.

Çàäà÷à 239. Äà ñå ïðåñìåòà äâîjíèîò èíòåãðàë:

∫∫
D

dxdy

y
êàäå øòî D å îáëàñòà

âî ïðâèîò êâàäðàíò îãðàíè÷åíà ñî: x2 + y2 = 1.

Çàäà÷à 240. Äåôèíèðàìå äâå òåëà T1 è T2 ñî: T1 :

{
x2 + y2 + z2 ≤ 4

y2 + z2 ≤ 3
è T2 :{

x2 + y2 + z2 ≤ 4

y2 + z2 > 3
. Ïðåñìåòàj jà âðåäíîñòà íà: V1, V2, V1+V2 è V1/V2, êàäå øòî

ñî Vi, i = 1, 2, å îçíà÷åíà âðåäíîñòà íà âîëóìåíîò íà òåëîòî Ti, i = 1, 2, ñîîäâåòíî.

Çàäà÷à 241. Jà êîðèñòèìå íîòàöèjàòà îä ïðåòõîäíàòà çàäà÷à. Ïðåñìåòàj jà âðåä-

íîñòà íà: P1, P2, P1 + P2 è P1/P2, êàäå øòî ñî Pi, i = 1, 2, å îçíà÷åíà âðåäíîñòà íà

ïëîøòèíàòà íà òåëîòî Ti, i = 1, 2, ñîîäâåòíî.

Çàäà÷à 242. Äà ñå ïðåñìåòà âîëóìåíîò íà òåëîòî îãðàíè÷åíî ñî ïîâðøèíèòå:

à) x2 + y2 = 4x, x2 + y2 = 4y, z = 0 è z = 1;

á) x2 + y2 = 4x, x2 + y2 = 4y, z = 0 è z = x+ y;

â) x2 + y2 = 4x, x2 + y2 = 4y, z = x2 + 3
√
y è z = 9 + x2 + 3

√
y.

Çàäà÷à 243. Äà ñå ïðåñìåòàaò ïëîøòèíàòà è âîëóìåíîò íà òåëîòî äîáèåíî êàêî

ïðåñåê íà:
x2

1
+
y2

2
+
z2

3
≤ 1 è z ≥

√
x2 + y2.

Çàäà÷à 244. Äà ñå ïðåñìåòà âîëóìåíîò è ïëîøòèíàòà íà òåëîòî:

à) z ≥ 2x2 + 2y2, z ≤ x2 + y2 + 4;

á) z ≥
√
x2 + y2, z ≤ −

√
x2 + y2 + 4.

Çàäà÷à 245. Äà ñå ïðåñìåòà âî êàêîâ îäíîñ ðàìíèíàòà x + 2y + 3z = 0 ãî äåëè

âîëóìåíîò íà x2 + y2 + z2 ≤ R2.

Çàäà÷à 246. Äà ñå ïðåñìåòà âî êàêîâ îäíîñ ðàìíèíàòà x + 2y + 3z = 0 jà äåëè

ïëîøòèíàòà x2 + y2 + z2 = R2.
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